内 容 简 介 


本 书 是 “大 学 数学 的 内 容 、 方 法 与 技巧 丛书 ”之 一 ,是 学 习 泛 函 分 析 课 程 
的 一 本 很 好 的 辅导 书 ， 本 书 编写 顺序 与 一 般 的 泛 函 分 析 教 材 同步 ,内 容 包 括 
度量 空间 、 线 性 有 界 算 子 、 希 尔 伯 特 空间 的 几何 学 三 大 部 分 ， 本 书 在 凝练 知 
识 、 释 疑 解难 的 基础 上 ,用 大 量 、 全 面 的 例题 对 度量 空间 、 赋 范 线性 空间 、 线 性 
算 子 与 线性 泛 函 、 内 积 空间 与 各 种 算 子 及 它们 的 谱 分 解 的 概念 .关系 性 质 进 
行 了 演绎 .推导 与 论证 ,将 极 大 地 有 益 于 读者 掌握 泛 函 分 析 知 识 与 方法 . 
希望 本 书 能 成 为 您 的 良师益友 ,欢迎 您 选用 本 系列 从 书 . 
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泛 函 分 析 是 高 等 学 校 数学 专业 本 科 与 研究 生 的 一 门 主要 课程 ,是 
现代 数学 中 一 个 较 新 的 重要 分 支 ， 泛 函 分 析 起 源 于 经 典 数学 .物理 中 
的 一 些 变 分 问题 和 边 值 问题 ,概括 了 经 典 数学 分 析 、 函 数论 中 的 某 些 
重要 概念 、 问 题 与 成 果 ,综合 运用 了 分 析 的 、 代 数 的 和 几何 的 观点 和 方 
法 ， 泛 函 分 析 的 概念 和 方法 对 现代 纯 数学 与 应 用 数学 、 理 论 物理 及 现 
代 工 程 技术 理论 的 许多 分 支 ,都 已 产生 或 正在 产生 重大 的 影响 . 

泛 函 分 析 分 为 线性 泛 函 分 析 与 非 线 性 泛 函 分 析 两 大 部 分 ,本 
书 主要 讨论 线性 泛 孙 分析 ， 本 书 编写 顺序 与 大 多 数 诈 函 分 析 教材 
同步 ,主要 内 容 为 度量 (距离 ) 空 间 、 线 性 有 界 算 子 与 希 尔 伯 特 空间 
的 几何 学 ， 与 本 丛书 其 它 书 籍 一 样 ,本 书 按 章节 编写 ,每 节 分 为 主 
要 内 容 , 疑 难 解析 ,方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 三 个 部 分 ,对 问题 逐 
个 地 进行 讨论 .分 析 、 证 明 、 演 算 与 归纳 ,用 大 量 的 例题 为 读者 诠释 
概念 .演绎 技巧 和 举证 方法 ,使 读者 通过 本 书 能 更 好 地 融会 知识 、 
理解 概念 .熟悉 技巧 和 人 掌握 方法 . 由 于 泛 函 分 析 的 概念 比较 抽象 难 
懂 , 涉 及 的 知识 比较 广泛 而 深刻 ,读者 学 习 起 来 比较 困难 ,因此 本 
书 尽 可 能 做 到 由 浅 人 深 、 循 序 渐进 ,用 较 浅显 的 语言 、 较 详尽 的 方 
式 阐 述 问题 ,希望 读者 通过 学 习 有 较 大 的 收获 . 

本 书 在 编写 过 程 中 参阅 了 一 些 作 者 的 有 关 著 作 , 同时 得 到 了 华中 
科技 大 学 出 版 社 的 大 力 支持 与 帮助 ,在 此 向 他 们 表示 诚挚 的 谢意 . 

由 于 经 验 不 足 与 学 识 所 限 ,本 书 难免 会 有 玖 漏 之 处 ,欢迎 批评 
指正 . 


孙 清 华 
2005 年 2 月 
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第 一 章 度量 空间 


度量 空间 又 称 距 离 空 间 ,本 章 主要 研究 度量 空间 及 空间 中 点 
集 的 性 质 , 并 引入 压缩 映射 原理 . 


第 一 节 度量 空间 的 基本 概念 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 和 是 一 个 非 空 集合 ,z 和 y 是 关中 任意 两 个 元 
素 , 若 按 某 种 法 则 ,总 有 一 个 实数 poCz,y) 与 之 对 应 , 且 满 足 

(1) 非 负 性 ”p(x,y) 衬 0 plr,yy)=0O7r=y, 

(2) 对 称 性 ”p(x,y)=p(y,z)， 

(3) 三 角 不 等 式 p(x,y) 二 p(X,2z) 十 Pp(z,y) ,ZEX， 

则 称 e(Cz,y) 是 两 点 z,y 间 的 距离 (度量 ), 称 X 为 度量 空间 (或 距 
离 空 间 )， 也 记 做 (X,p). 

2. 定义 2 设 X 是 一 个 度量 空间 ,z， (n= 二 1,2,…),zEX, 如 
果 当 ”一 co 时 ,数列 pc(CzZz) 一 0, 则 称 点 列 (zs 按照 距离 CCz,y) 收 
敛 于 z, 记 做 limz, 一 z， 称 {zo} 为 收敛 点 列 , 称 z 为 {zx,} 的 极限 . 

定理 1 在 度量 空间 中 ,任何 一 个 点 列 至 多 只 有 一 个 极限 , 即 
收敛 点 列 的 极限 是 惟一 的 . 

定理 2 ”在 z, 一 Ti 久 一 涩 则 px) 一 0Czyy)， 即 距离 PCzyy) 
是 两 个 变 元 z,y 的 连续 函数 . 

定义 3 设 M 是 度量 空间 X 中 的 点 集 , 如 果 存 在 zeoEX, 使 得 
supe(z,zo)<c, 则 称 M 是 趟 中 的 有 界 集 . 


定理 3 设 {tz*} 是 度量 空间 式 中 的 收敛 点 列 , 则 集合 (z,} 是 有 
漠 的 . 

3， 定 理 4 上 度量 空间 R 的 任 一 非 空 子 集 M 也 是 度量 空间 , 称 
MM 为 R 的 子 空间 . 


疑难 解析 


如 何 理 解 度 量 空间 概念 ? 

答 ”度量 空间 是 引 和 人 了 度量 函数 p(z,y) 的 一 个 非 空 集合 . 在 
一 个 非 空 集合 藉 中 ,可 以 定义 不 同 的 度量 肾 数 p(x,y) 和 pi(x,y)， 
从 而 得 到 不 同 的 度量 空间 ， 

设 (X,p) 与 (Xi,Pp1) 是 两 个 度量 空间 , 阁 存 在 从 XX 到 Xi 的 一 
一 对 应 9, 使 得 对 于 每 个 zx,y€E 了 ,有 Plzx,y) 二 pi1(9zx ,9y) 成 立 , 则 称 
9 是 (XX,P) 到 (Xi1,P1) 上 的 等 距 映 射 ,而 称 这 两 个 空间 是 等 距 同 构 
的 . 两 个 度量 空间 ,从 形式 上 看 ,集合 中 的 元 素 可 以 完全 不 同 , 但 是 
如 果 它 们 是 等 距 同 构 的 , 则 可 以 将 其 中 较为 抽象 的 空间 用 另 一 个 
较为 具体 的 空间 来 表示 ,从 而 在 论证 时 可 以 在 技巧 上 获得 较 大 的 
便利 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 熟 悉 度 量 空间 的 基本 概念 ,能 验证 集合 按 规定 的 距离 构 
成 度量 空间 .关键 是 三 个 条 件 ,特别 是 三 角 不 等 式 是 否 成 立 . 

例 1 在 R* 上， 

(1)Zz 一 (后 5) (2) y= (N72 7 ), 


172 


(3)o(z, 人 一 [2 一 97) ， 
证 明 :R" 是 度量 空间 . 
证 (1)、(2) 显 然 成 立 , 下 证 (3) 成 立 ， 利 用 柯 西 不 等 式 


(Fat) <( Dei) (8), 
k= 1 k=1 A 二】 


得 Sai 十 5 — Date dant Sp 
大 二 1 二 1 A 二 ] k=1 
Spit2l Del)” (Da) + Da 
k= 1 
-[( 2) “十 [258) "J. 


于 是 ,在 R” 中 和 任 取 T= (1 ez “6,) ,Y= (WP N21) = 
(bbb ) ,人 令 a 二 一 和 ;01 二 一 71, 则 有 


| >) (&,—7.): 1 入 | >， (& tr] + CG—n) 1 3 
k=1 A=1 k=1 
即 pzZyy)s<0Czz) 十 0O(z，y)， 
因此 ,R" 关于 p(Czy,y) 构 成 度量 空间 . 
车 令 


| (X,Yy)= > | 和 一 六 | 9 pzCZyy) = max |é;—7, | 9 
大 二 1 1 世上 


z 则 可 以 验证 R” 关于 Ai (Xx ,y) 与 pz (I ;,y) 也 分 别 构成 度量 空间 . 
若 在 R” 中 9 .之 一 (€, ,62， 机 ,6.) 的 坐标 是 复数 , 按 度量 p(x 了) 一 


> [5 一 |*) “构成 的 度量 空间 是 西 空间 , 记 做 C”. 


例 2 设 氏 是 任意 的 非 空 集合 ,对 XX 中 的 任意 x,y, 今 
oz 一 1， 当 z 关 》， 
0， 当 工 一 y， 
证 明 :xX 是 度量 空间 . 
证 p(xz,y) 满 足 非 负 性 与 对 称 性 是 显然 的 . 
当 p(xzx,y) 二 0 时 ,p(x,y) 志 p(X,z) 十 plz,y) 成 立 . 
当 p(z,y) 王 1 时 ,对 任何 zEX, 式 z 和 关 z 与 y 关 z 中 至 少 有 一 
成 立 ,从 而 pzyy) 秋 pzyz) 十 (zy yy) 成立, 所 以 三 角 不 等 式 成 立 . 
综 上 知 , 和 是 度量 空间 ( 称 为 离散 度量 空间 )， 
例 3 设 R' 是 实数 人 全体, 规定 对 zyER，, 令 pz,y)= 
。3 。 


[zz 一 y| 、 1 23 


证 满足 非 负 性 与 对 称 性 是 显然 的 . 要 证 明 三 角 不 等 式 成 立 ， 
只 和 需 证 明 : 对 任意 的 实数 a,65, 以 下 不 等 式 成 立 : 
la 上 + -lal | 
1 十 [a 二 6] 付 I 十 |a| fi 十 Ca 
由 于 在 C0, 十 co) 上 定义 的 函数 px) 一 了 二 二 是 单调 增加 函数 ， 
又 由 lat+6| 志 al 十 151, 可 以 得 出 


1 十 la+6| 1 十 lal 十 jl| 1 十 al 十 161 1 十 lal 十 16| 
la| a 
<I+lal + I+1oT 
， _ |xz—y| _ |(z—z) 二 T(z—»)| 
所 以 PAT IFT yy It 2) iy) 
< 二 一 |z 一 | [zy 一 DCZyz) 十 DCzyy) 


人 1 十 |z 一 z| 1 十 |z 一 y| 

成 立 , 从 而 知 R' 按 p(xz,y) 构 成 度量 空间 . 

例 4 设 $S 为 实数 列 {x,} 的 全 体 ( 或 复数 列 全 体 ) 所 成 的 空间 ， 
称 z; 为 x 二 {z;} 的 第 i 个 坐标 ,对 于 zx,yES,x 二 {zi} ,y 二 {yi), 令 

~ p(x,y)= 之 二 》 

证 明 ;(1)p(zx,y) 是 S 上 的 一 个 度量 ; 

(2) 在 S 中 点 列 按 距 离 收 敛 等 价 于 按 坐 标 收 化. 

证 (1)p 满足 非 负 性 与 对 称 性 是 显然 的 . 

类 似 于 例 3, 可 得 三 角 不 等 式 


加 = 1 |z—2z; 二 2z,— .| 
PC 一 之 2 十 [zi 一 zi 十 2; 一 ;| 


~ 1 [x;— 2 | |z;— yi| 
< 2 | 1 十 |z; 一 ;| Ti 十 | z; 一 入 | 
一 PC(Zyz) 十 DCzyy)， 
所 以 2 是 S 上 的 一 个 度量 . 
日 4 . 


(2) 设 点 列 
To {Z ES， 1 一 二 A ? 
义工 = 二 {zi}ES, 则 p(xz”,X) 一 0 (一 oo) 的 充 要 条 件 是 ,对 于 每 个 


自然 数 i, 有 limz;” 一 
因为 , 铝 
plX™ ,x)= 2 了 一 (2 一 co ) ， 
则 对 于 每 个 i，, 有 . 
0 (一 co)， 
从 而 [zx —zi|—0 (2 一 co). 


反之 , 设 zm 一 Ai 一 co)，i 一 1 2 …， 即 Ye>>0, jcEN 使 
得 > 方 < 二 . 又 对 于 i 二 1,2,…,m 一 1, 了 3 NEN, 使 得 当 z>Ni 时 ， 


有 [zz | < 取 N 一 max{N) 人 VD ,人 , 则 当 2 盖 和 时 ,有 


A lzPp-zl Nl e/2 ee 
2 ee 2 1+e/2 ~ 2 
TT” 一 
(号 + 吕 1 i 
即 ore sr) 0 (n—> 00). 
例 $ 设 民 是 非 空 集 , 对 任何 自然 数 &, 有 和 XXX 上 陋 数 2, 满 


生 
(1) 对 任何 TXT,，yE€EX，pi(x,y) 守 0，pPi(TX,X) 二 0; 
(2)p1.: (XYy)SEO(T ZZ) pry ,2), Zy yy 和 从 ， 
又 设 对 一 切 自 然 数 &, 均 有 psGzyy) 一 0 时 , 必 有 二 y. 证 明 :和 按照 


1 Pi(X,Y) 
二 2 1 十 prCzyy) 


成 为 度量 空间 , 且 对 {zx,}CX, {zx,} 按 距离 p 收敛 于 z 的 充 要 条 件 
。5。 


PCZy) 一 


是 对 一 切 自 然 数 有 , 均 有 pi(zx,,z) 一 0 (mn 一 00). 
证 p(xz,y) 之 0 是 显然 的 . 车 plzx,y)==0, 则 对 于 一 切 &， 
pi(X,y) 二 0, 从 而 = y. 
对 于 任何 & 和 任何 x,y, 有 
Pr (TYIEP TIT)HP YX) = p(y ,Xx) 


和 Di(YTIEP CY Yo rT Y= pz, y), 
所 以 orz y) 一 DCyT) 一 >DCzyy) 一 DCy 工 ). 
对 zyyz 所 和 ,有 


< 1 DZ 3) 
PT»Y) 之。 2”1 十 CCZz，y) 


1 (XT ,2) 1 (ZY) 
< pres TC | 
一 OZyz) 十 DCzyy)， 
从 而 知 半 是 一 度量 空间 . 
下 证 充 要 条 件 成 立 . 


设 对 于 一 切 AEN ,pxCzz) 一 0 (nco),Ye>0, 取 开 , 使 得 


Cx 


》) 方 < 这 ,再 取 NEN, 使 得 当 n>>N 时 ,有 
= 
3 1 Pi (Xn sit) -一 上 
1 2 p(x, ,IT) 2 
从 而 知 , 当 z” 全 和 时 ,有 p(x TIT)E, 即 DCT XI—0. 


反之 ， 由 p(xzny 工 ) 一 0, 易 知 


Th <2p(z, ;TI—0 (n—o00), 


从 而 有 Pi(XnyT)>0 《7 一 oo )、 
即 (z,} 按 距离 pb 收 伍 于 z 的 充 要 条 件 是 ,对 于 一 切 自然 数 &, 均 有 
Di Tn 工 ) 一 0 《7 一 Co )， 
例 6 取 所 有 有 界 复数 列 作为 元 素 组 成 集合 X, 对 每 个 元 素 zx 
二 (6&1 ,86;，…)EXK( 简 记 做 z= (&;)), 都 存在 一 个 实数 C, 使 得 
。6 。 


51<C 0 一 1)2). 按 CCzyy) 一 sup1| 名 一 力 | 定 义 度量 , 令 严 一 
(X,2) ,证 明 :/ 是 度量 空间 . 

证 由 题 讽 知 ,Z 一 (5)，y 一 (7) 都 是 有 界 的 复数 列 , 所 以 
5 一 1 Cj 二 1,2,…) 有 界 , 且 存在 上 确 界 , 即 p(x，y) 一 sup15 一 | 
是 有 限 的 非 负 实数 . 

TX 二 y 一 >p(X,y) 二 0 是 明显 的 .反之 , 石 

Pr,y) 一 su | 种 一 玉 | 一 0， 
则 对 每 一 7, 有 
0 委 16 -7 lSsuplé—%|=0, 

从 而 5 一 1 一 1, 2 …) 一 > 工 一 小 

p(X，Yy) 二 p(y,XT) 显 然 成 并 . 

对 任意 x= 王 (EX ,有 

| 种 一 列 | 一 | (各 一 多 十 (全 一 及 让 委 | 6 | 二 167| 
安 su | 全 一 呈 十 sa ls yl 7 一 1，2，…. 
依 上 确 界 的 定义 ,由 上 式 有 
Se [6% lsup |§;—6; | tsupl6;— | 9 

即 pzZyy)<DCzyz) 十 DCzyy)， 
所 以 三 是 度量 空间 . 

例 7 设 E 是 勒 贝 格 可 测 集 ,m(E) 二 oo. 设 S 是 E 上 实 值 (或 
复 值 ) 可 测 消 数 全 体 , 当 f(z),g (2) 在 EE 上 几乎 处 处 相等 时 ,把 和 
g 看 做 S 中 的 同一 点 , 且 对 于 f,gE5, 定 义 


_{ HGD 一 有 (| 


证 明 ;(1)p(z,y) 是 SS 上 的 一 个 上 度量; 
(2) 在 S 中 ,pl(f,, 放 一 0 的 充 要 条 件 是 f 依 测度 收 钱 于 玫 . 
证 (1) 因 为 1Q),g() 是 可 测 消 数 , 当 f(),g(t) 在 E 上 几乎 
处 处 相等 时 ,可 以 把 fg 看 做 S 中 的 同一 点 ,所 以 


[|f (2)—g(t)| 
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确定 的 意义 ,仿照 例 6 可 以 证 明 ,p(f,g) 满 足 度量 的 三 个 条 件 . 
(2) 设 广 ee 则 对 于 任何 o 汪 0, 有 


| 廊 一 
FA 
所 以 m| E| 二 F120) SmECf.—fl>0)) 0, 


[ff |f ,一 /| 


oo, 则 由 实 变 晴 数 中 有 界 控制 收 全 定理 知 ,p(f,,f) 一 0 (no00). 
反之 ,车 Pp(jf,; 了 1) 一 0 (一 co), 则 当 c>0 时 ,有 


|f,—f| 
p>], _rlzol 十 | 广 FI 


> 本 mn (E(|f,—f| 之 o)). 


令 n 一 co, 即 知 {f,}) 在 EE 上 依 测 度 收 钱 于 过 . 

例 8 判断 在 所 有 实数 组 成 的 集合 上 ,下 列 p(xz,y) 是 否 为 度 
量 : 

(1)poCzyy) 一 (zz 一 y) (2)po(Czyy)= 一 wz 一 y|. 

解 〈1) 不 是 度量 . 不 满足 三 角 不 等 式 , 如 z 一 1,z 一 0,y 一 一] 
时 ,有 

pl, 一 1D)>p(1,0) 十 p(0, 一 1)， 
(2) 是 度量 . 非 负 性 与 对 称 性 显然 满足 ,而 
1z 一 y| 委 |z 一 z| 十 |z 一 y| 委 (zxz 一 z| 十 jz 一 > 全， 

所 以 DZyy)<0OCrzyz) 十 CCzyy). 

例 9 设 p 是 了 基 上 的 度量 ,x,y,z,t 是 中 任意 四 点 ,证 明 : 

[p(xr,z)—Pplyt) |p(r,y) +o(z,t). 

证 ”由 三 角 不 等 式 可 得 

pzyz) 委 DCzyy) 十 DCyyz) 委 0CZy) 十 0OCy 1 十 DCtz)， 
故 po(zyz) 一 PCyt)< CC y) 十 (zt). (D 
在 上 式 中 , 互 换 x 与 y,z 与 上 可 得 
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tyyt) 一 PC(Zyz)S0OCy,Z) 十 0O(Ctyz)， ©) 
综合 式 忆 、 式 包 即 得 
1oCzz) 一 DCyt| 魏 OCzyy) 十 DCzyt). 

例 10 设 卫 是 定义 在 R 上 的 连续 实 值 函数 ,对 zy,yER, 记 
pzyy) 王 | (zx) 一 f(y)|. 证 明 :p 是 R 上 度量 的 充 要 条 件 是 f 为 严 
格 单调 函数 . 

证 ” 设 上 是 严格 单调 函数 ,直接 验证 可 知 ,p(Cz,y) 满 足 非 负 
性、 对 称 性 与 三 角 不 等 式 ,所 以 p 是 RR 上 的 度量 

反之 , 设 plzr;y)= 二 |f(z) 一 f(y)| 是 R 上 的 度量 , 则 由 p(x,y) 
一 0< 拓 >Z 一 y 知 , 当 z 天 y 时 ,f(z) 关 f(y). 

现 用 反 证 法 证 ; 当 x 二 y< 过 z 时 ,有 f(x) 二 f(y) 二 f(z) 或 f(x) 
f(y) 这 f(z). 设 当 z 过 yz 时 ,有 f(x) 这 f(y),f(z) 之 f(y). 又 
设 f(z) 这 f(z), 则 在 Ly,zj 上 考察 连续 蝴 数 可知, 由 所 俊 f(z) 二 
f(x) 之 f(y), 依 中 值 定理 知 , 必 存 在 1:€ Ly,zj, 使 得 f(1) 二 了 (zx). 
而 之 y 之 xz, 所 以 不 可 能 有 z=t, 与 定义 1 中 的 条 件 1 矛盾 . 对 于 z 
>>y 汪 >z 时 有 f(r) 二 f(y),f(z) 二 f(y) 情形, 类 似 可 知 结论 不 成 
YY. 

综 上 知 ,p 是 R 上 度量 的 充 要 条 件 是 ,f 为 严格 单调 函数 . 

例 11 设 X 是 一 度量 空间 ,其 度量 为 p(x,y),x,yE 久 ,证 朋 . 


DZ »Y) 


是 X 上 另 一 度量 空间 ,并 三 是 有 界 的 . 
证 75Cz,y) 满 足 非 负 性 与 对 称 性 是 明显 的 . 因为 p(z,y) 是 XX 
上 的 度量 ,所 以 对 zyyzE 和 ,有 


p(T,Y) p(X,2Z) Plz,Yy) 
1 十 2(zyy) 人 1 十 p(Czyz) 1+p(z,y) 


一 0(zyz) 十 0O(Czyy) ? 
所 以 2 是 X 上 的 又 一 度量 空间 . 
由 5zyy)<1 知 ,(X,o) 是 有 界 的 . 


ozyy) 一 


CCzyy) 一 


例 12 设 矿 : [0, 十 ceo) 一 [0,coe) 是 严格 增加 函数 , 且 满 足 
f1(0)=0, f(xy)fr)+ fy), r,yEL0,0). 
设 p 是 X 上 的 度量 ,证 明 . 
p(xr,y)=f (pr, Yy)) 
也 是 关上 的 度量 . 
证 因为 f 的 值 域 为 L0,oo0), 故 pi 是 非 负 的 , 且 当 pi(x,y)=0 
时 ,有 fClplz;y))= 二 0， 由 f(0)=0 及 下 的 严格 单调 性 , 知 
p(t,y)=0—=>Zx= yy. 
从 prsy)=f (pr,y))=f py,7)) = p(y,7), 
piCr,z2)=f pr,2))SEf p(T, y) Hoy ,2)) 
<f(plr,y)) Tf py,z)) 
一 DC z) 十 CCy，z)， 
所 以 pz,y) 也 是 和 上 的 度量 . 
例 13 设 CLa,6bj 是 [a,5] 上 连续 函数 的 全 体 ,V z，yE 
Cla,6], 定 义 
p(x,y)=max|z(t)—y(t)|, 
证 明 ;C[a,6] 按 照 p 是 度量 空间 . : 
证 p(Czyy) 之 0 是 显然 的 , 且 X(t) 二 y(t),tE [as61 时 ， 
ozyy) 一 0. 反之 ,车 zyEC[a,poj,p(zyy) 一 0, 则 
max|z(t)—y(2)|=0, 
从 而 [rz —y()|=0, i:€ [a,bj, 
Bh X(t)=y(t)—=>7=y. 
由 定义 即 知 po(zy,y) 一 PCy) 工 )， 
对 [a,5bj]j 上 三 个 连续 话 数 x,y,z, 有 
P(x,y)—max|z() yD Smax lz) z+ 1z (yD) 
<max|z(t)—z() | + max lz yD) | 
一 DCzyz) 十 2(z，y)， 
所 以 CLa,65j 按 照 p 是 度量 空间 . 
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第 二 六 度量 空间 中 的 扣 集 与 映射 


主要 内 容 | 
1. 定义 1 设 (X,o) 是 一 度量 空间 ,zeoEX, 实 数 r>0, 则 称 点 
集 
B(xzo;r)={r|xzEX Hor, ro) =r)} 由 
为 以 ze 为 中 心 .> 为 半径 的 开 球 ， 称 点 集 : 
B(xo;r)= {x|zEX A pr, To) Sr) © 


为 以 zo 为 中 心 .r 为 半径 的 闭 球 ， 称 点 集 
Slzo;r)= {xz|xzEXE pr, To)=r) 
为 以 ze 为 中 心 .> 为 半径 的 球面 , 且 
S(zosr)=B(ro;r)— Bro;r). 

2. 定义 2 设 集 4CX,X 是 度量 空间 . 对 zeoE4, 若 存在 e>0， 
使 得 {zlpo(Cr,zo)<eiC4, 则 称 ze 是 4 的 内 点 . 

若 4 中 每 一 点 都 是 内 点 , 则 称 4 是 X 的 开 集 (规定 多 是 开 集 ). 

3. 定义 3 设 和 是 度量 空间 ,zeE 和 , 则 称 X 中 包含 ze 的 任何 
开 集 GG 为 zo 的 一 个 邻 域 . 

4. 定理 1 设 和 是 度量 空间 , 则 

(1) 空 集 与 全 空间 是 开 集 ( 即 名 与 XX 是 开 集 ); 

(2) 任 意 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ; 

(3) 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

5. 定义 4 设 和 是 度量 空间 ,4 是 XX 中 的 点 集 对 于 roEX， 
若 ze 的 每 个 e 邻 域 中 都 含有 4 中 无 限 多 个 点 , 则 称 ze 是 4 的 聚 点 
(或 极限 点 ). 

下 列 命题 等 价 : 

(1)zo 是 4 的 聚 点 ; 

(2)zo 的 任 一 邻 域内 必 含 有 4 中 异 于 ze 的 点 ; 

. 11 . 


(3) 在 A 中 存在 点 列 人 zs) , 有 zz 天 zo, 且 交 一 Zo: 

6. 定义 5 设 4 是 度量 空间 又 中 的 点 集 , 称 4 的 聚 点 全 体 构 
成 的 集合 为 4 的 导 集 , 记 做 4'， 若 A' 忆 A, 则 称 4 为 闭 集 ， 二 
4U4' 称 为 4 的 闭 包 . 

下 列 命 题 等 价 : 

(1)4 是 闭 集 ; (2)4 中 任何 收敛 点 列 {zx,} 必 政 钙 于 A 中 凡 ; 

(3)A““ 是 开 集 ; (4)4 王 4. 

在 任意 的 度量 空间 中 , 空 集 及 全 空间 是 闭 集 ,任意 个 闭 集 的 交 
集 是 闭 集 , 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . | 

7. 定义 6 设 叉 与 Y 是 度量 空间 ,f 是 A4CX 到 了 的 映射 ,者 
Ye 汪 0, 5 汪 0, 使 得 满足 p (zx, xo) 二 6 的 一 切 x€ 4， 
5(f(z) ,f(zo)) 过 e 恒 成 立 , 则 称 映射 了 关于 zo 是 连续 的 . 知 / 关于 
4 的 每 个 点 都 连续 , 则 称 f 是 A 上 的 连续 映射 . 

定义 6 也 可 叙述 为 ;车 对 f(zo) 的 任何 邻 域 NCfC(zo)), 必 有 工 。 
的 一 个 邻 域 N (zo) ,使 得 当 xXEN(z0o) [4 时 ,f(z)EN(I (zo0))， 
则 称 f 在 xz。 是 连续 的 . 车 f 关于 A 的 每 个 点 都 连续 , 则 称 f 是 4 上 
的 连续 映射 ， : 

以 下 命题 等 价 : 

(1) 映 射 f 在 zo 连续 ; 

(2) 对 于 F(zo) 的 任何 e 邻 域 NCFCzo),e), 必 有 xzo 的 9 邻 域 
N (zo,6) ,使 得 当 xEN(z0,6) 站 A 时, f(z) EN (zo0),e); 

(3) 对 于 4 中 任意 一 列 收 第 于 x。 的 点 {zs} ,limf (x) =f (zo) 
成 立 . : 

8. 定理 2 度量 空间 X 到 度量 空间 Y 的 映射 了 在 和 上 是 连续 
的 充 要 条 件 是 ,Y 的 任何 开 子 集 的 原 像 是 和 的 开 子 集 . 

推论 ”度量 空间 X 到 度量 空间 Y 的 映射 了 在 X 上 连续 的 充 要 
条 件 是 ,Y 的 任 一 闭 子 集 的 原 像 是 XX 的 闭 子 集 . 


*。 国标 规定 4 的 补 集 用 [4 表示 ,为 了 与 大 多 数 教材 呼应 ,本 书 仍 用 4” 表示 . 
. 12 . 


9. 定义 7 当 一 个 映射 f 把 定义 域 乡 (有) 中 的 每 个 开 集 映 为 
值 域 统 (了 ) 中 的 开 集 时 , 称 f 是 开 上 映射 . 
设 和 ,7 是 两 个 度量 空间 , 是 多 (T) (CX) 到 Y 中 的 算 子 ,如 
果 z 
G(T)={(r, Tx) |rES(T)) 
是 乘积 距离 空间 (XXY,P) 中 的 闭 集 , 则 称 T 是 闭 算 子 或 闭 映 射 . 
定理 3 定义 域 是 闭 集 的 连续 映射 必 是 闭 映 射 . 


疑难 解析 


度量 空间 中 的 连续 映射 与 数学 分 析 中 的 连续 函数 有 什么 联系 ? 

答 ” 可 以 认为 ,度量 空间 中 的 连续 映射 是 数学 分 析 中 连续 陋 
数 概念 的 推广 .在 数学 分 析 中 函数 的 连续 性 是 这 样 定义 的 : 硅 f 
定义 在 [ae,g] 上 ,zeoE[La,p],Vs>0,3 5 汪 0, 使 得 当 |x 一 zo 二 6 
时 ,有 |f(z) 一 f(zo) | 过 e, 则 称 f 在 点 zxo 连续 . 若 对 每 个 zE 1a,6j 
f 都 连续 , 则 称 了 是 La,5] 上 的 连续 明 数 . 

对 两 个 度量 空间 X 和 Y ,映射 f : XY 在 点 zoEX 连续 ,是 指 
Y es>0, 了 6 守 0, 使 得 对 满足 p(x,zo) 过 6 的 一 切 z, 恒 有 PCFCz)， 
f(zo)) 二 e 成 立 ， 如果 f 关于 X 的 每 个 z 都 连续 , 则 称 f 是 连续 映射 . 
可 见 , 这 两 个 概念 是 密切 相关 的 ,其 中 后 一 概念 是 包含 前 一 概 
念 的 . : 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


度量 空间 中 的 点 集 与 映射 是 R" 中 点 集 概念 与 数学 分 析 中 集 
合 与 消 数 概念 的 拓 广 ,要求 认 识 它们 之 间 的 联系 与 叙述 上 的 区 别 . 

例 1 证 明 : 在 度量 空间 中 ,(1) 任 意 开 球 是 开 集 ;(2) 任 意 闭 球 
是 闭 集 . 


证 (1) 设 任 取 xEB(zo;7);, 则 p(x ,zo)= 二 a 过 7r, 故 B 
CB(zo ;) 9 即 为 开 集 . 


太一 过 


2 


二 


se |] 3。 


(2) 任 取 yEB(zro;7), 则 DZyZo)= 一 CDzr 所 以 B|y;3°)C 
B(xzo;r)°. EB BCrosr)° 是 开 集 , 故 B(x。;7) 是 闭 集 . 

例 2 设 4 和 B 是 距离 空间 X 中 互 不 相交 的 两 个 闭 集 ,证 明 : 
X 中 存在 互 不 相交 的 两 个 开 集 U 和 V ,使 得 A4CU ,BCV. 

证 由 题 设 4 门 B= 儿 , 知 ACX\B, 而 X\B 是 开 集 , 故 对 xE 
4 :了 .>0, 使 NIz,O CXWNB， 取 U 二 NCz,6:/2), 则 UU 是 一 族 
开 集 的 并 , 仍 为 开 集 , 且 有 ACU. | 
V= UN(y,6,/2) ; 则 V 是 开 集 ,县 有 BCV. 

下 面 用 反 证 法 证 UN V= 名 . 设 zEUNV, 由 题 设 知 ,Ij XE 4， 
y€B, 使 得 2EN(z,6./2) 人 NCy,6,/2), 从 而 


/ 和 ,6 
pzyy) 委 0O(CZyz) 十 C(Cz "< + 3max(d.,6,) ， 


于 是 当 o(z,y)<6. 时 ,>yEXNB 是 不 可 能 的 . 同样 , 当 p(z,y)<2， 
时 ,zEXN4 也 是 不 可 能 的 . 所 以 , 必 有 VfiyY 王 人 
例 3 证 明 : 任 意 非 空 集 4C(XK,p) 是 开 的 全 >A 为 开 球 的 并 ， 
证 ”车 4 是 开 球 B。 的 并 , 即 4 一 UB。, 则 对 每 个 ae€ 4 ,存在 开 
球 B,, 使 得 YE€ B== {z [p(xs;z) 二 rao}. 于 是 p(zoa) 一 se<ro， 取 7 一 
3 (re) ,B(a; 四 CB,CA, 从 而 ,A 是 开 集 . 


反之 ,车 4 是 开 集 , 则 对 于 每 个 a€ 4, 存在 开 球 Bl(a;r)C4， 
从 而 ,4 可 表示 为 这 些 开 球 之 并 , 即 4 二 UB(a;r). 

例 4 证 明 : 度 量 空 间 X 中 的 点 集 f ,对 于 e 汪 0, 定 X 闵 P(X ,下 ) 二 
inf{p(z,y)|yEFR}), MN 

(1){(zloCz; 下 )<e) 是 各 中 的 开 集 ; 

(2)(z1ipCz,F) 达 ce} 是 中 的 闭 集 . 

证 ”对 于 函数 矿 : 久 一 [0,o0),f(z) 二 pl(r, 了 ),f 是 连续 的 ， 
因为 对 于 任何 zx,z, 有 
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pir,F)=Inf(ip(r,y) |yEF}EIinf{plzr,z)+ oz,y)|yEF:) 


=p(T,2) pz, FPF). 
类 似 地 ,有 pzE)SOCzyz) 十 DC 已 )， 
从 而 [f(z)— f(z)|<plr,2). 


知 f 是 连续 映射 ,因此 由 连续 映射 的 定理 知 
(zlp(z,F)<e} 一 广 !(( 一 coye)) 
是 开 集 ; 
{rzIplzr,F)Se}=f (0,e)) 
是 财 集 . 
例 $S 证 明 : 度 量 空间 中 的 任 一 闭 集 必 为 可 列 个 开 集 的 交 ，, 任 
一 开 集 必 为 可 列 个 闭 集 的 并 . 
证 设 F 是 度量 空间 中 的 闭 集 ， 则 到 一 tzloCz,P) 一 0)， 显然 
(zlpCz,F)=0)= {zlpCe,F) < 


因此 由 例 4 结论 可 知 ,F 是 一 列 开 集 的 交 . 
设 G 是 开 集 , 则 G* 是 闭 集 ,可 以 表 为 一 列 开 集 之 交 , 即 = 


nc， $ 从 而 汪 


即 G 是 一 列 闭 集 的 并 . 

例 6 C[a,6j 是 [a,5] 上 的 连续 函数 全 体 , 对 于 xz,y€ECla,6bj」， 
定义 p(z，y) 一 max |z(t) 一 y(t) |, 则 CLa,5j 按 Pp 成 为 度量 空间 . 设 
A={zir€EC[a,6j, 且 1E€B 时 ,|zx()|<<a}, 其 中 B 是 [a,65j 的 子 
集 ,a 是 正常 数 . 证 明 :4 为 开 集 >B 为 闭 集 . 

证 充分 性 设 B 为 闭 集 , 则 对 xE A, 有 max|z(t)1<a 谍 
6=a—max|z(i) |, 当 yEN(z,6) (zc 的 6 邻 域 ) 时 ,有 

max |yC0) I<max zt)| 十 mnax zt) 一 yCG) | 
<max|z(2)1+d=a. 
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所 以 yE 2A, 中 N(x,6)CCAh, 证 得 A 是 开 集 . 

必要 性 ”用 反 证 法 证 . 设 A 为 开 集 , 而 B 不 是 闭 集 , 则 存在 一 
点 列 {}CB, 而 to€B. 不 妨 设 x 
a 二 to 之 5b( 其 它 情形 可 类 似 讨 论 ). a 
作 xE€ECLa,5j] 如 图 1.1, 可 以 看 出 ， 
ZzE4, 但 对 任何 G>0, 当 SG>0 0 
时 ,zk(t) 十 2 一 xc 十 人 >>a. 所 以 , 当 
n 充分 大 时 ,zz 加) 十 人 >a， 从 而 z 0 
十 0E4. 说 明了 邻 域 N(Czo;6) 广 图 二 1 
4, 与 4 是 开 集 政 盾 . 

例 7 证 明 : 在 离散 度量 空间 X 中 的 每 个 子 集 既是 开 集 又 是 了 
集 . 

证 设 4 是 和 的 任意 子 集 , 对 于 任意 acE4, 开 球 B(ail/2) 一 
{a}CA, 所 以 4 是 开 集 . 类 似 可 证 45 也 是 开 集 ,所 以 4 又 是 闭 集 . 

下 面 利用 连续 映射 定义 及 等 价 命 题 与 充 要 条 件 来 讨论 定义 在 
某 些 集合 上 的 函数 是 连续 函数 的 充 要 条 件 . 

例 8 证 明 : 映 射 f :XY 是 连续 的 < 任意 闭 集 MCY 的 原 
像 是 XX 中 的 闭 集 . 

证 设 f 是 连续 的 ,A 是 任意 闭 子 集 M 的 原 像 , 则 Mr 的 原 像 
是 A, 由 主要 内 容 8 知 ,A" 是 开 集 ,所 以 4 是 财 的 ， 

反之 ,车 MM 的 原 像 4 是 闭 的 , 则 AM 与 4 均 是 开 的 , 故 由 主要 
内 容 8 知 ,f 是 连续 的 . 

但 是 ,在 连续 映射 下 , 开 集 的 像 不 一 定 是 开 集 . 例如 ,由 z(t) = 
sint 定义 的 连续 映射 R 一 R ,将 开 集 (0,27) 映 到 闭 集 [一 1,1j 上 . 

例 9 设 久 是 度量 空间 ,A 是 X 的 子 集 ,f 是 定义 在 4 上 的 实 
值 函数 ， 证 明 ;f 是 连续 了 肖 数 > 对 任意 实数 c, 集 合 4(f 专 c) 与 
A(f 宇 c) 都 是 闭 集 . 

证 ”由 主要 内 容 8 知 , 必 要 性 是 显然 的 . 

充分 性 ” 设 有 数 a,b5，5b 二 a, 则 
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A(l(a<f<6)=A\(A(f&a) UA(f 0)), 
显然 A(a<<f<b) 是 4 中 的 开 集 ， 对 直线 上 的 任何 开 集 G, 有 G= 


了 UU (0.,B,) ,其 中 (wp.) 是 G 的 构成 区 间 , 于 是 


广 :(G)=_U4 (<f<8,). 
而 . 广 !(G) 是 至 多 可 列 个 开 集 之 并 , 故 仍 为 开 集 . 依 主 要 内 容 8,/ 是 
连续 的 . z 
例 10 设 f 是 定义 于 度量 空间 XX 中 闭 集 EE 上 的 实 值 肾 数 , 厂 
对 每 个 zoE 匹 ， 
limsup{f (zx) IzE N(xo,n) NE} (zo0), 
则 称 f 在 E 上 是 上 半 连 续 的 .证明 :f 为 E 上 的 上 半 连 续 孙 数 二 > 
对 任何 常数 a,E(f 之 a) 是 XX 中 的 闭 集 . 
证 记 E,=E(f 之 a). z 
必要 性 ” 设 TEE, 则 存在 xz. EE。 (二 1,2,…), 使 得 zx, 一 广 . 
因为 f(x,) 守 a, 所 以 
sup{f(y)|yEN(zr,r) {Ea. 
于 是 a<limsup{tf (|yE Nr, NE} SS xz), 
即 得 xE€Ek。。 帮 EC(f 之 a) 是 XX 中 的 闭 集 . 
充分 性 ”用 反 证 法 证 ， 设 E, 是 闭 集 , 若 存在 ro, 使 得 
lim sup{f (x) 1xE N(xo,n) NE}> f(r), 
则 一 定 有 有 {zx}CE, 使 得 x, 一 zx, 且 令 
limf (zx) =—limsup{f(z)|z+E N(zosr) (NE}=A>f (ro), 
故 可 取 a, 使 A4 汪 a 之 f(zo)，, 邑 存在 NN, 当 n 宝 NN 时 有 f(z,) 之 a, 亦 即 
TEE,—>r EE,—>J(ro0) >a. 
这 与 前 面 a 的 取 法 矛盾 , 故 / 
lim sup{f (zx) |x€E Nzor) (NE)SI (zo) 
即 f 为 E 上 的 上 半 连 续 卫 数 . 
例 11 设 D : Ca 0]->CLa , 0, 其 中 Ca ,bj 是 [La ,bj 上 具 
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有 一 阶 连续 导数 的 汽 数 全 体 , 在 CW [a,5] 上 按 距 离 pi (x,y)= 
max|x(t)— 一 y(t) | 定义 


Dz(t)—S zr), rE€ECVa,b|. 
问 :D 是 否 连 续 映 射 ? 知 取 距离 


p(X,y)=max max [xr°*(t)— y(t)|, 
一 0 1 atb 
则 D 是 否 连续 ? 
解 在 度量 空间 (Co [a,b],pD) 上 , 令 立 (D 一 一 ee， 则 


oz0) 一 一 >0, 但 om(Dzr,,0) 一 1, 所 以 万 不 是 连续 映射 . 
在 度 莉 空间 (Co[a,bj,o) 上 ,对 任意 zy,yEC La,61, 有 
pCDz, Dy) 一 max [Dz(#)— Dy() | =max {x (0)—y (2) | 
p(X Yy), 
其 中 p 是 C[a,65] 上 距离 , 即 
p(x,y)=max|z(t)— yi) | ， 
所 以 万 是 连续 映射 . 


第 三 节 ” 赋 范 线性 空间 


主要 内 容 


要 求 熟 悉 高 等 代数 中 线性 空间 (包括 实 线性 空间 与 复线 性 空 
间 ) 概 念 , 熟 悉 线 性 空间 中 向 量 的 线性 相关 与 线性 无 关 的 概念 . 

1. 定义 1 设 4 是 线性 空间 X 的 一 个 线性 无 关 向 量 组 , 若 每 
一 个 非 零 向 量 zEX, 都 是 4 中 向 量 的 线性 组 合 , 则 称 4 是 线性 空 
间 碟 的 一 个 线性 基 . 

若 线 性 空间 和 存在 一 组 由 有 限 个 线性 无 关 向 量 zzz，…，,zv 
组 成 的 基 , 则 称 X 是 有 限 维 的 .线性 空间 的 维 数 是 惟一 确定 的 . 
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2. 定义 2 设 X',X" 是 两 个 线性 空间 , 同 为 实 的 (或 复 的 ). 如 
果 在 X' 与 X" 间 存在 一 个 一 一 映射 ,使 得 对 于 任何 一 对 xz,yE€EX' 及 
任何 实数 (或 复数 )a, 有 

HAxi+y)= roy), phar)=ag(r), 
则 称 X' 和 X" 是 线性 同 构 的 ,p 称 为 X' 与 X" 间 的 线性 同 构 映射 . 

3. 定义 3 设 工 是 线性 空间 X 的 一 个 子 集 ， 阁 工 对 X 中 的 线 
性 运算 是 封闭 的 , 即 对 任何 xz,y€EL 和 任何 数 a,B, 都 有 az 十 By€ 
工 , 则 称 工 是 XX 的 一 个 线性 子 空间 ,简称 子 空间 . 

设 4 为 一 个 指标 集 ,可 以 是 无 限 的 . {za}j ,XE 4 是 XX 中 一 族 加 
量 , 则 一 切 由 {zi 中 有 限 个 向 量 的 线性 组 合 所 得 到 的 四 量 

y= or 十 QzT1 十 十 ax 
(CAEAi=1,2,… ;a ,02，,… an 是 数 ) 
全 体 M 是 X 的 一 个 线性 子 空间 .，M 称 为 由 {zx} 张 成 的 子 空间 (或 
称 MM 是 {x} 的 线性 包 ). 

4. 定义 4 设 义 为 线性 空间 ,车 Y rzEX, 有 一 个 确定 的 实数 
p(Xz) 与 之 对 应 , 且 满 足 

(1) 记 (zz) 之 0， 

(2)plaz) 二 |alp(zx) ,a 为 任意 实 ( 或 复 ) 数 ， 

(3)p (z+y) SEPT) Hp) ,TIEA, 

则 称 p(x) 是 xz 的 半 范 数 ;车 同时 满足 

(4)p(z) 二 0, 必 有 二 0， 

则 称 pCz) 是 z 的 范 数 , 记 做 上 xz 上. 并 称 X 按 范 数目 。 上 为 赋 范 线 
性 空间 , 记 做 (X, 1。 站) 

s. 定理 1 〈1) 赋 范 线性 空间 必 是 度量 空间 特别 地 ,p(xz,>y) 
二 zx 一 y 呈 是 此 空间 上 的 度量 吧 数 . 

“(2) 范 数 是 变 元 z 的 连续 函数 , 即 若 z, 一 z+, 则 上 zx, 一 上 xz. 

(3) 若 zzEXAE5, 且 一 zy 一 7 一人) 则 

Tr 十 ys 十 y，。 人 Te 人 AZ. 
对 于 zs 一 + CO 一 co), 也 称 点 列 {zo} 按 范 数 收敛 于 z, 记 做 
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limz, 一 式 。 


6. 定理 2 设 开 是 赋 范 线性 空间 ， P 是 由 范 数 导 出 的 度量 ,对 
于 所 有 zyyyaEX， 每 个 ecE 划 ， 有 

(1)po(Cz 十 ayy 十 a) 一 DCzyy)( 平 移 不 变性 ) 

(2)plazryay) 二 lalp(zx,y)( 绝 对齐 次 ). 


疑难 解析 


赋 范 线性 空间 与 度量 空间 之 间 有 何 关 系 ? 

答 ”每 个 赋 范 线性 空间 都 是 度量 空间 . 设 (X, | ，。 上) 是 线性 
赋 范 空间 , 则 以 pC(z,y)== 上 ez 一 y 定义 的 外 上 的 度量 称 为 由 范 数 
上 |， 省 诱导 的 度量 .今后 说 到 一 个 赋 范 线性 空间 的 度量 时 ,总 是 指 
由 它 的 范 数 诸 守 的 度量 . 

可 以 证 明 , 线 性 空间 XX 上 的 度量 p 使 得 X 成 为 赋 范 线性 空间 ， 
当 且 仅 当 p 满足 

(1)p(azr,0)=|alp(r,0),V XEX aED:; 

(2)0(z 十 zyy 十 z) 一 DCZ，y) VY Ty ZEX. 

但 是 ,并 非 所 有 度量 空间 的 度量 都 是 由 范 数 导出 的 ,此 时 ,上 
述 (1),(2) 不 一 定 满足 ,所 以 度量 空间 不 一 定 是 赋 范 线性 空间 . 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


赋 范 线性 空间 是 特殊 的 线性 空间 ,在 讨论 赋 范 线性 空间 时 , 必 
须 熟 悉 一 般 线性 空间 的 性 质 以 及 赋 范 线性 空间 的 特殊 性 质 . 

例 1 证 明 ; (zi,zs,… ,ZX,) ,zj 二 是 CLa,65j 中 一 个 线性 无 关 
组 ,7 二 0,1,"…,n 一 1. 

证 设 QXzi 十 QsTy 十 一 * .十 qx, 二 0( 零 元 ) ,zx 二 tist 在 [a,6] 中 任 
取 nn 个 不 同 的 值 t,t2，… ,it,, 代 入 上 式 , 可 以 得 到 一 个 齐 次 线性 方 
程 组 ,其 系数 行列 式 的 转 置 D" 是 范 德 蒙 行 列 式 ， 因 为 ,ti，… ,二 
取 不 同 值 , 故 D= 刀 天 0. 从 而 方程 组 只 有 有 零 解 wx 一 “z 一 … 一 om 一 0， 
即 (zi,zz，……Zzo) 是 一 个 线性 无 关 组 . 
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例 2 指出 下 列 R’ 的 子 集中 哪些 能 构成 R 的 子 空 间 , 这 里 ,> 
一 《6 5653)， 

(1)6 一 和 一 0 的 所 有 工 ; 

(2)6 一 纪 十 1 的 所 有 工 ; 

(3)6 > 盖 0)6>>0)6>0 的 一 切 zi; 

(4)61 一 6 十 =k (为 常数 ) 的 全 体 . 

解 ” 按 子 空 间 定 义 ( 见 主要 内 容 4) 考 察 ,确定 : 

(1) 对 线性 运算 封闭 ,是 子 空间 . 

(2) 对 线性 运算 不 封闭 ,不 是 子 空间 . 

(3) 对 线性 运算 不 封闭 ,不 是 子 空间 . 

(4) 当 k 关 0 时 ,对 线性 运算 不 封闭 ,不 是 子 空 间 ; 当 上 一 0 时 ,对 
线性 运算 封闭 ,是 子 空 间 . 

例 3 证 明 : 所 有 实 二 阶 方 阵 构成 一 线性 空间 X. 指出 XX 中 的 
零 向 量 、X 的 维 数 及 对 的 一 个 基 . 


证 任 取 三 个 实 二 阶 适 阵 | “ 


21 22 
网 | 十 隐 | _ 网 ,| + 网 几 | 
dz21 U22 bz bz22 bs bz dz21 22 
| 本 | + 网 | 二 用 | 
dz21 22 bs bz C2 C22 
风 ™ 十 | 天 ,| 十 用 | / | 
C21 U22 bs b22 C21 C22 
0 0 ， Ql 4i2 
X 中 存在 ,使 得 对 于 每 个 EX, 有 
0 0 Co Qz2 
隐 | +| 0 | 网 | | 
Uz] U22 0 0 dzl U22 


对 于 每 个 天 | ,存在 一 你 12 


21 


| sx, 使 和 


一 C21 dy 
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网 十 有 | -| 0 | 

d21 22 dz 4» 0 of 
a A 

对 于 数量 a,8 及 A 一 | "| 
21 W222 


CC11 性 Ca12 
aA = , 
QAd,»] Od 


a(pA)=(aB8)A, 14=A4,， 
a(A 二 +B)=aA4 二 aB, (a 二 8)A=ah 十 BA. 
所 以 ,所 有 实 二 阶 和 矩阵 构成 一 线性 空间 X. 


区 的 零 向 量 是 | 。 | , 即 零 矩 阵 ， 线 性 空间 的 维 数 为 4, 其 


9 


例 4 证 明 : 在 2” 维 向 量 空 间 和 X 中 ,任意 xEX ,可 以 惟一 地 表 
示威 已 知 基 向 量 el,ez,…，,e* 的 线性 组 合 . 

证 因为 XX 是 维 向 量 空间 ,el ,es:,…,e, 线性 无 天, 所 以 el， 
€29""" ,Cn 3 必 线 性 相关 . 即 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 k ,ks,… ,上 ,+1， 
使 得 

ke 十 kzes 十 … 十 ke, 十 k,+1X 二 9( 零 问 量 ). 
因为 el ,es,… ,es 线性 无 关 , 所 以 ti1 隆 0, 从 而 


一 一 - (R1el 十 &zez 十 ” 十 ,en) 一 alei 十 aze2: 十 ~™® 二 Qnen: 
n 十 1 


知 又 有 X 一 [el 十 De 十 … 十 De， 
则 x—x=(a—PB)et (a— Be (a,—B,)e,=0. 
因为 e 3 人 2 9 9 线性 无 关 , 所 以 wx 一 Br 一 1, 2，… 71. Bx 的 表示 式 
惟一 . 
例 $S 设 (lel,es,…,e,) 是 复 向 量 空 间 XX 的 基 , 找 一 个 基 , 使 总 
成 为 实 向 量 空间 ,并 求 其 维 数 . 
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解 因为 el,e:，…，e。 线性 无 关 , 所 以 ielyiey,…，,ie， 也 线性 无 
关 ， 从 而 (elye;，… ,euyielyiez… ie 为 实 向 量 空间 的 一 个 基 , 维 数 
为 2n. 

例 6 设 W 是 所 有 与 给 定 的 阶 实 和 矩阵 M 可 交换 的 实 矩阵 集 ， 
合 ,证明 :W 是 R”"( 由 数 域 上 一 切 nXn 和 矩阵 构成 的 线性 空间 ) 的 
子 空间 . 


证 因为 R… 中 的 单位 元 E. 一 | 。” ， “| ,满足 ME 


E.M, 即 E,EW, 所 以 W 是 非 空 集合 . 

YA,BEW, 有 MA=AM,MB= 一 BM, 于 是 

M(A+B)=MA-MB=AM+BM= (4A+B)M, 
(kA)M—Ek(AM)=E(MA)= MLA). 

故 4 十 B,kAEW, 即 W 对 R” 中 的 加 法 与 数 乘 封闭 ,W 是 R “的 本 
空间 . 
例 7 设 U 是 线性 空间 V 的 一 个 子 空间 ,证 明 : 若 Z 与 V 的 维 
数 相等 , 则 也 王 『. 

证 ”只 需 证 它们 有 相同 的 基 或 者 相互 包含 即 可 . 

设 U 与 V 的 维 数 相等 , 均 为 r. al,a;,…,a, 是 U 的 一 个 基 . 因 
为 UCV ,所 以 aa ,a,EV, 即 a ,Qs，,… ,a, 也 是 V 的 一 组 线性 无 
关 向 量 , 从 而 也 是 V 的 一 个 基 . 于 是 ,有 U=V. z 

例 8 设 久 为数 域 K 上 的 赋 范 线性 空间 ,证 明 :线性 运算 关于 
范 数 是 连续 的 . 即 对 a,,B,,a,BEK ,zy I YEX, 当 o>a, p> 
pz 一 yy 时 ,有 

ozs Bryn art py, 


nn 工 
且 当 | Tn | 和 0， | 十 | 天 0 时 ,有 | 工 ， | | Tr | 
证 因为 
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zl<lz-yl+lyl=>1lzl lylalz—myl, 


同 理 yl —lzlelzrmyl, 
所 以 [zl olyl lllz~—yl, 
多 | Tn pn yn AT— py | 


zx 一 Arl 二 | py py | 
人 || zc 一 z 上 十 [一 4A| zz 中 
二 | yy 二 + |p—p| | y 上 |， 
故 当 ?ce 时 ,zi 十 yn 一 AZ 十 Py. 


1 1 
因为 zx, | | zx ;所 以 TE Fz 于 是 , 当 上 xz, 关 


Tn 


EE 

例 9 证 明 : 

(1) | 万 | ~ max|é|,z= (8.62 ,0 ) ER" 是 R" 上 的 范 
数 ， 


6 l/p 

(2) | x ,=|(| [ze) [ede] (1 声 p 达 吕 0) 是 CLa,5j 上 的 苑 
数 . 

证 只 和 需 验 证 满足 范 数 定义 中 的 条 件 . 

(1) zl。 宇 0, 且 zl。 =0<r=0 及 上 ar .= 
[el zi 是 显然 的 . 

下 证 三 角 不 等 式 成 立 . 

| ZX 二 y | = 一 IaX | 和 十 下 | =—max(|é|+ 1»; |) 


<max|lé|+max|7.l= | zi + ly | .~,; 
1 守 i[ 寺 n 1 和? 


所 以 | 了 = 一 max| 和 | ， ZE(6 6)GR 
是 R" 上 的 一 个 范 数 . 
(2) 对 于 zxEClLa,6bj， 


6 1/p 
Hz ,=([ lz ra) >0 


* 24。 


是 显然 的 ,上 zx ,二 0=>xQ)==0, 即 z=0, 1 01 ,=0. 
上 Tazj ,==1al 上 zl 显然 成 立 . 
V zyEClLa'o ,由 闵可夫 斯 基 不 等 式 , 有 


| zx 二 +y ,= [zw +ry has) * 


< ([ zc lea) + (| yc eas) ” 


一 外 地 外, 十 由? 

所 以 ,上 zj, 是 CLa,5j 上 的 范 数 . 

例 10 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 令 
的 的 
| zx 一 > 站 十 1， z 关 >y， 

证 明 :(X,o) 是 度量 空间 ,但 2 不 是 由 范 数 导 出 的 度量 . 
证 ”证明 p(z,y) 满 足 度量 定义 ,但 不 满足 范 数 定义 ， 
0(z,y) 满 足 非 负 性 与 对 称 性 是 明显 的 . 下 证 三 角 不 等 式 成 

Y. 

知 工 一 》， 则 
DCzyy) 一 0 委 0(Czyz) 十 DCzyy) 
车 z 关 y, 则 当 xz 隆 z,z 关 y 时 ,有 
OCTyy) 一 外 > 一 ?用 十 1 委 pGCzyz) 十 DCzyy) 
二 上 zx 一 z 十 1 十 上 z 一 y 十 1. 
当 工 二 ,Zz 关 y 时 ,有 
pzyy) 一 用 z 一 ?| 十 1 委 p2(Czyz) 十 PC(zyy) 
一 0 十 jz 一 y 上 十 1 二 上 zx 一 y 十 1; 
当 z 天 zy,z 一 yy 时 ,有 
DCzyy) 一 |z 一 yy 十 1 委 p2Czyz) 十 PCzyy) 
一 | 上 zx 一 > 外 十 1 十 0 一目 z 一 > 下 十 1 

所 以 ,pC(z,y) 是 度量 , (外 ,Pp) 是 度量 空间 . 

然而 
。25 。 


站 地 人 十 1， zxz 关 9 
p(T,0)= 0, 加 
不 满足 范 数 定 义 , 因 为 PCazr,g) 天 jxlo(z,29). 所 以 p 不 是 范 数 诱导 
出 的 度量 . 

例 11 设 线性 空间 和 按 p 成 为 度量 空间 , 且 p 满足 

pzr—y,0)=p(x,y), plaxr,0)= |alpl(zx,0), 

其 中 z,yEXX,aE€ .证明 : 久 按照 x 上 = 二 p(x,9),xEX 成 为 赋 范 
线性 空间 . 

证 证明 上 zl ==p(z, 扑 满足 范 数 定义 的 条 件 . 

z==p(z,0) 宇 0 是 明显 的 ,对 任何 数 a, 有 

| az ll =pCazr,0)= |alplz,0)= |al zl. 
又 z+tyd=p(z++y,0)=p(r,— yp(r,0) 二 pO,—y) 
=p(7x,0)+p(—y,0)=p(r,0) +p(y,0) 
一 引 z 上 十 上 yy 上 ， / 

所 以 ,上 zx 是 上 的 范 数 . 

例 12 设 X。 是 赋 范 线性 空间 X 的 子 空间 ,证 明 :X。 也 是 和 的 
子 空间 . 

证 设 zo,yoExX, 则 存在 (zt CCXo，, 使 得 

limz, = zo， lim y, = yo， : 

于 是 azot+ Byo=lim(az, + Py,). 
由 于 cz 十 BEXo, 所 以 xzo 十 ByoEGXo, 即 Xe 是 和 的 子 空间 . 

例 13 设 V[a,6j 是 [a,5j 上 有 界 变 差 冰 数 的 全 体 , 对 于 每 个 


Eyfo,5 ,定义 下 三 Fo1T+Y (让 ,其 中 V ( 门 为 在 La,6| 
上 的 全 变 差 , 即 
V (=sup > [fC(8) 一 ar) | 


这 里 Fr 代表 [La ,bj 的 任 一 分 寡 4a 二 41 过 hi 和 和 a, 过 6 ==b6 ,Va ,| 是 
线性 空间 ,证 明 :Ykla ,oj 是 赋 范 线性 空间 . 
e 2 * 


证 (1)f | 之 0 是 显然 的 . 车 上 f=0, 则 f(a)=0,V 7) 


sup 2,1f(6)— f(a)|=0, 
x “一 


其 中 上 确 界 是 对 任 一 组 分 划 a 二 a 过 6 过 … 声 a, 过 5b, 二 6 取 的 , 故 
YIE[La,5],7 太 一 aa) 一 0, 即 =-0. 

(2) af 三 el 人 

(3) 对 于 任 一 组 分 点 aa 一 ai< 雪 广 委 … 委 0 << 久 一 


DU+e) 6)— (+g) (a) | 

一 ] 

一 > [fC6)— fai)+g db)— g(ai) 
i=1 

< NfE)— fla) > ,Ngb)— g(a)) 
i 二 1] i=1 


<V(Pm 二 VCzr)， 


即 V +EOEV +Y C8). / 
又 I(f+g)(a)llf(a) lt+ ig(a)|, 
故 | Ag 委 下 7 十 首 芝 让， 
从 而 知 YLa ,0 是 赋 范 线性 空间 . 

若 记 


VoLa ,b= {fEvVIa ,b J 1f(a)==0,f 在 (a ,0) 内 右 连 续 )} ? 
则 Yola ,bj 是 YLa ,0 的 线性 子 空 间 ,Vola ,| 上 的 范 数 是 


[f= V7). 
例 14 设 X 是 数 域 天 上 的 赋 范 线性 空间 ,证 明 : 线 性 运算 天 


于 范 数 是 连续 的 . 
证 ”证明 a,,pB,,a,BEK,zayyn 9T YEX, ora, BB, rn 
zy 一 yy 时 ,有 
。27 。 


an 十 有 一 ac 十 yy， 
故 只 需 证 明 加 法 与 数 乘 分 别 是 连续 的 .由 
(Cz 二 yD) 一 Cz 十 y) 中 声 上 z 一 z+ 十 Dy 一 ye 一 0 (n 一 00) 

知 , 加 法 是 连续 的 .又 设 M 二 0, 满 足 |a,| 志 Mn 二 1,2,…, 由 

| asz 一 az 用 委 下, 一 az 十 oz 一 az 

和 M1z 一 z| 十 lw 一 cz 一 0 (2 一 co)， 

知 , 数 来 也 是 连续 的 . 

例 15 设 线 性 空间 X 按 p 成 为 度量 空间 ,而 且 2 满足 

p(xX—y,0)=p(zx,y), plaxr,0)= |alplzr,0), 

其 中 zy 是 X 中 的 任意 元 ,a 是 任意 数 . 证 明 :;X 按照 z= 
pl(z,0) ,TEX 成 为 赋 范 线性 空间 . 

证 zj = 二 pC(z,9) 守 0. 当下 zz 于 三 0, 即 oGCz,0) 一 0 时 ,X= 二 0. 
对 任何 数 a, 有 

| az =pCar,0)= |alp(z,0)= |al | z||. 
又 | z+y||=p(zx+y;0)=p(r,—y)p(z,0) 二 Tp(0,—y) 
=p(z,0) +o(—y,0) 
一 PCzg) 十 PCy 2) 一 外 z 有 十 站 > 让， 

所 以 , | 上“ 是 世上 的 范 数 . 

例 16 证 明 : 在 赋 范 线性 空间 中 ,任何 收敛 点 列 都 是 基本 点 
列 , 任 何 基本 列 都 是 有 界 的 . | 

证 设 {zx,} 是 赋 范 线性 空间 中 的 一 收敛 扩 列 , 且 z 一 xX (n 一 
避 ) ,xz 是 赋 范 线性 空间 中 的 点 , 则 VY se>>0, 了 六 Ce), 当 nz>> Ne) 时 ， 
有 | 上 | xz, 一 x 上 二 e/2， 从 而 , 当 n,m>N(e) 时 ,有 

| zx 一 zn 和 志 上 x 一 xz 十 上 xz 一 Zz, 过 2/2 十 e/2=， 

即 知 {zx,} 是 基本 点 列 . 

设 {x,} 是 基本 点 列 , 则 Y e>>0,j N(e), 当 n,m 二 N(e) 时 ,有 
| x — zn || <. 

可 以 取 e 二 1, 则 存在 NoEN, 当 m,nNo 时 ,有 上 zx, 一 zn 一 
1 再 令 台 一 No 十 1, 则 当 2>> 和 No 时 ,有 

。D8 。 


| Tn = | Tn 之 NI 十 1 | 十 | N+1 | 二 1] 十 | TN+L1 | 
令 M=max{l 二 zw ic Izall ,| xn | }, 
于 是 ,VY zEN, 有 | 站 zx. 外科 M, 即 基本 点 列 {z.} 是 有 界 点 列 . 


第 四 节 赋 范 线 性 空间 的 例子 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 X 是 一 个 线性 空间 ,A 是 X 的 一 个 子 集 . 各 对 任 
意 z,yE4, 连 接 它们 的 线段 {az 十 (1 一 ay|10 委 ce 委 1)} 都 在 4 中 , 则 
称 4 为 凸 集 . 

线性 空间 X 的 每 个 线性 子 空间 都 是 凸 集 . 

2. 定义 2 设 f 是 [a,b5j 上 的 实 值 可 测 沙 数 ,1 志 p 二 2, 如 来 
|fl? 是 [a,5] 上 的 勒 贝 格 可 积 函 数 , 则 称 f 是 La,56] 上 zp 方 可 积 栈 
数 . [a,5]j 上 pp 方 可 积 函 数 全 体 记 为 L?[a,6b]. (在 L*[La,5j 中 ,两 个 
几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 元 素 而 不 加 区 别 . ) 

Lr[a;, 刀 是 一 个 线性 空间 . 


Lz[a,6] 按 范 数目 i, 二 (| 17) 1rdz] “是 一 个 赋 范 线性 空 
间 . 

3. 蔡 尔 德 不 等 式 设 p>>1,1/p+1/9 一 1,f€Ll*La,bj,g€ 
1:[a,6], 则 fg 在 [a,5] 上 勒 贝 格 可 积 , 且 


[wew la lhlel 0 
成 立 . 
闵可夫 斯 基 不 等 式 设 p 之 1,f,g EL?[a,b], 则 /二 gE 
Lrt[la,bj], 和 县 
f+tels<lflt el, @ 
成 立 . 
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4. 记 满足 > mi1*<c- (p 宇 1) 的 实数 列 ( 或 复数 列 )z= {xz,} 
全 体 为 1*, 按 线性 运算 
Z 十 ?一 (Zi 十 yy Za 十 yz，)， 
ax 一 (azZly QZ ),， 
1 是 一 个 线性 空间 . 和 QS<p<o0) 按 Vr,=( > 1z) “成 为 
赋 范 线性 空间 . 
1?* 中 也 有 赫 尔 德 不 等 式 与 闵 可 志 斯 基 不 等 式 : 


Zonl<( Dla) "(Di)" 外 


(Pletal Wk< DE ) “十 BEAL )”. @ 
s. 设 /是 有 界 实 ( 或 复 ) 数 列 全 体 按 通常 的 线性 运算 所 成 的 
线性 空间 对 zE/, 设 z= (zz mr 令 ‖ xz- 一 
supjzi| , 则 六 按 范 数 | 
| f= ipf (sup lf C7)1) 
成 为 赋 范 线性 空间 ， || || - 称 为 了 的 本 性 最 大 模 , 也 记 做 
AF = 一 ess supl/ (xz) |. 


疑难 解析 


如 何 理解 凸 集 的 意义 ? 

答 ”主要 内 容 1 给 出 了 上 同 集 的 定义 ,怎样 理解 其 意义 呢 ? 下 面 
给 出 一 个 具体 的 例子 . 

在 欧 几 里 德 空间 R: 上 ,对 工 二 (61,6;) ERR, 规定 z 呈 ,= 


C61 二 1&12)2,p 之 1, 则 上 ， 上 是 R* 上 的 一 个 范 数 ， 厂 记 
| z= max (|l&|, |§,1), 则 有 lim | zl 一 上 zz-， 显 然 
| ， | -也 是 R 上 的 范 数 . 


下 面 来 看 ,关于 这 个 范 数 ,单位 球 {z| | zl <1} 是 怎样 的 集 
时 30 。 


合 ( 见 图 1. 2). 
显然 ,对 |‖“，“ 外-，, 单 位 球 是 以 . 
( 士 1, 士 1) 为 顶点 的 正方 形 . 
对 | 玫 。 | 单位 球 是 以 点 O 为 中 
心 、 位 于 以 ( 士 1, 士 1) 为 顶点 的 正方 形 内 
的 椭圆 . 
对 上。 中 ;单位 球 是 以 点 O 为 中 
心 、 半 径 为 1 的 阅 . : 
对 | .单位 球 是 以 (0,1)，(1， 
0), (一 1,0),(0, 一 1) 为 顶点 的 正方 形 . 
对 以 上 情形 , 即 上 xz 中 过 1,p 之 1 时 ,单位 球 是 凸 集 ,有 
1Z 十 (1 一 站 yE {rz| | z=<1} (OtR1). 
而 实际 上 ,任何 赋 范 线性 空间 中 的 单位 球 都 是 凸 集 ， 这 是 因为 , 当 
| z < ,ly <10<:1 时, 有. 
| 十 (1 一 妆 ?y 站 委 ji 站 十 站 G 一 马 y | 
=t| zi +a) yl a+ dD) =1. 
当 0< 过 pp 过 1 时 , xz; 不 再 成 为 范 数 ,单位 球 也 不 青 成 为 凸 


的 .例如 
l/p 1/p 
zz) ,La) ta) ] -laxz) = > 
点 | 去 , 喜 | 不 属于 单位 球 . 又 当 p 一 乌 时 , {z+| 上 上 ,<<1} 即 数学 分 
析 中 星 形 线 所 围 图 形 , 显 然 不 是 凸 的 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 证 明 : 赋 范 线性 空间 中 的 任 一 开 球 S(zo,z) 是 凸 开 集 . 
证 ” 先 证 SCzxo,r) 为 开 集 . 因为 YV xESC(zo,r), 有 x 一 zo 一 
r， 令 7 一 (人 一 外 z 一 zj)2, 则 SCGzr)CSCzoyr)， 所 以 工 为 
SCzros?) 的 内 点 ,由 的 任意 性 知 SCzro,r) 中 的 每 个 点 都 是 内 点 ,从 
。31 。 


而 .9 (zor) 为 开 集 . 

冉 证 SCzoyr) 为 凸 集 ， 因 为 Y zi,zzESCzor), 有 
| zi — zo 下 <r， | x — zo 有 <， 

今 2z0o 一 1ZTi 十 (1 一 上 7，0<:< 魏 1， 

则 | zo—zo | = tri 二 (2) xs—[tzrod (1—t) ro] | 
= | (zx) (1—t) (rs— ro) | 
< 上 | z 一 ze 站 十 (1 一 切 | zs—zol 
tr (~i)r=r, 

故 Zod (ro,r). 

所 以 ,VY Xi,XzES(zosr), 有 

tr (lt)zxr ES (ror) ,OKIHE1, 
从 而 SCzo,7) 为 同 集 . 
综 上 知 ,9(zor) 为 凸 开 集 . 


例 2 证 明 ; 赋 范 线性 空间 和 中 任 一 西 集 4 的 内 部 4* 是 凸 开 


集 . 


证 同 例 1, 先 证 4° 是 开 集 . 因为 4° 是 由 A4 的 全 体内 点 构成 的 
集合 , 故 若 4" 一季 , 则 4 是 开 集 ;着 4 天 人 好, 则 Y TE A", 必 存在 
SC(zos?) ,使 得 SCzxo,r)CCA. 而 SCzo,7) 为 开 集 , 则 S (xz,r) 中 每 一 点 
均 为 4 的 内 点 ,从 而 SCz'r)C4", 即 z 是 4 的 内 点 , 故 由 z 的 任意 


性 知 ,4" 为 开 集 . 


再 证 4 是 凸 集 . 车 4"= 名 , 则 A° 必 为 凸 集 ; 若 A* 关 名，V zyzs 
EA", 因为 T1992 是 4 的 内 点 ;所 以 存在 开 球 S (xisr) CA", 
SCzar)C4", 当 | 天 | < 时 ,z 十 上 E4,z: 十 RE4， 由 4 为 凸 集 


知 , 行 令 > 一 1zi 十 (1 一 刘 zz, 则 
Xo 十 h= 二 ti(Xi 十 有 有) 十 (1 一 2) (x; 十 hh， 


让 S(zo,r)CA, 即 zo 是 4 的 内 点 ;因此 zoE€ A°, 从 而 4 为 囊 集 . 


综 上 知 ,4" 为 凸 开 集 . 
例 3 证 明 : 
~{zrE€ECIO,1]|z=7zx(G) 守 0, Y :1€E[0,1]} 
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是 连续 项 数 空间 CL0,1j 中 的 闵 凸 集 . 

证 先 证 4 是 凸 集 . VY x(2) ,y(t)EA,4€[0,1j], 由 zx) 完 0， 

yt 之 0, 且 GyyG) 在 10,1] 上 连续 ,得 

AMz(t) 十 (1 一 人 7)y(Ci) 之 0， 
且 MAz(b 十 (1 一 人 )y(9 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 MAz(b 十 (1 一 人 3y(CDE 
4, 故 4 是 串 集 . 

再 证 4 是 闭 集 . 若 zCi)E4, 且 z(D 一 xz 令 ‖zG) 半 三 
max |z (2) | ,由 于 zt) 按 范 数 收敛 于 z(t) 等 价 于 x, (1) 在 L0,1j] 上 
一 致 收敛 于 z() ,而 一 致 收敛 的 连续 函数 的 极限 是 连续 函数 . 又 由 
极限 的 保 号 性 知 z(1)ECE0,1] 且 zGQ) 宇 0, 即 zGQG)E 4, 故 A= 二 A, 即 
A 为 闭 集 . 

综 上 知 ,4 是 连续 函数 空间 C[a,65] 上 的 闭 凸 集 . 

例 4 证 明 : 赋 范 线性 空间 Xi 的 子 集 4 有 界 的 充 要 条 件 是 : 存 
在 一 个 正 数 c, 使 得 对 于 每 个 zcE4, 有 站 zz 站 <. 

(在 度量 空间 (X,po) 中 , 非 空 集合 4 的 直径 (44) 一 
Sup Plz»y) , 若 6(4) 二 oo, 则 称 A 为 有 界 集 . ) 

证 设 4 有 界 , 则 

(4) 一 Supp(z,y) 一 SUpP， | xz—y | =6<o0. 
取 一 固定 的 zo。€4h, 令 c= 二 6b 十 上 zo , 则 V zEM, 有 
Ez =z 一 zo 二 zo 过 上 zx 一 zo 十 上 zo 寺 56 二 上 zi 寺 ec. 
反之 ,车 Y zxE4, 有 |z| 上 <c, 则 对 于 所 有 zyyE4, 有 
jz—yl 志 z+ ly 和 2c， 

所 以 SG(C4) 委 2c. 即 4 为 有 界 集 . 

例 5 设 1<2<g<co ,证 明 : 

PCPCPCCCL” ， 

而 且 以 上 的 包含 关系 都 是 严格 的 . 


证 首先 , 设 1 志 pg 二 ,对 于 z= 二 {zs} EW, 有 > |z,1 过 
n=] 
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十 cc. 因此 ,limz, 一 0, 从 而 zEC (这 里 C 是 让 的 子 集 ,是 收敛 数列 
全 体 )， 又 存在 & 上 EN, 使 得 当 2>>& 时 ,有 |z,| 坏 1, 从 而 1x,1' 声 
[zx,1?*. 得 出 

> lz -SHE 十 >) [zx |?<o0, 


基 二 此 十 1 
即 zxEL, 于 是 12Ce 而 CCCi= 是 显然 的 ， 从 而 , 当 1< 二 p< 过 gq 二 0 
时 ,有 
[CICHRCCCL™. 
下 证 严格 性 .对 于 z 户 之 1, 有 
_ | 工 工 .. 工 .. 
并 一 (1 3 Ed 9 7 3 El?, 


7 ， 
但 是 XE ,所 以 人 对 人 7 
同样 ,X= 二 《1/m?}EAN? ,所 以 ”有 人. 
又 z 一 5 EC, 所 以 /2C. 
而 zz 一 {( 一 1D)")EL=NC ,所 以 C 字 0. 
综 上 知 ， PCACPCCCZ” ， 
而 且 包 含 关 系 是 严格 的 . 
例 6 设 1 二 pp 二 gq 二 2, 证 明 . 
Cla,blCL”[a,b CL[a,b CL[fa,blCLLa,b)j, 
且 包 含 关系 是 严格 的 . 
证 ”由 定义 ,有 
Cla,blsL”[a,bseLLa,bj|. 
设 TEZL[a,5], 记 
E={t|t€E[a,b),|z0)| 志 1}, 
则 [zw ha =| lz bart ,lz ba 
<m(E)+| [| 工人) 1?dr 
[a.bl\E 


<m(E) 十 | [z(t) 1rdt<o0. 
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从 而 zxE LL?[a,5],; 即 [a,5]CLria,5]. 这 里 同时 也 证 明了 
Lr[la,b CLla,b|. 
车 取 zX) 二 (一 a) '%, 则 显然 有 
ELr[a,bl\Lla,ob|. 
类 似 地 , 取 zi (一 (一 ca) 2, 则 
riELLla,bl\L*[a,b]. 
从 而 Llasb lsLr[a,b lLla,6bj. 
综 上 知 
C[a,pCZE”[La;p]CEEa,p CELPLa ,b ICLLa,b|, 
而 且 包 含 关 系 是 严格 的 . 
例 7 设 (Xi, | ， 上 ,) 与 (X;, 上 ， 趾 ;) 是 赋 范 线性 守 间 ,证 


明 : 
| 之 | —max( | 过 1 | 1 9 | 之 2 | 2)， X= (XT1»T2) 
是 乘积 空间 一 XXXs 上 的 范 数 . 
证 因为 
Iz|=0<S z= Dz | .=0 r= (0,0)=0. 
设 大 一 (Ziy zz)，y 一 (yiyyz)， 


则 ‖z 十 y‖ =maxC zit ls H z+ ya | 2) 
<maxCzillit yd, zz st | yz;) 
<max( | z | ;, | xz; | 2) Tmax | 了 1 1, | ys | 2) 
一 外 zi 站 十 下 > 
满足 范 数 的 条 件 , 是 XX XX， 上 的 范 数 . 
例 8 设 p,qg;r 之 1, 且 1/p 十 1/gq 十 1/r 二 1, 义 
t= (és EEL, y=0729"" 0 EH, 
z= (C2 bn "EL, 


证 明 : ltamt lzrl,lyl, lzl,. 
ti 一] 
证 因为 
{ | 7; | 9 二 天 } E Z tn { 12 | )} E 1 (9 十 门人 ， 
自 35 全 


而 


5 TH 一 1 所 以 人 7 和 | )EO, 且 


人 >， nC | 9 tn) 
i 
<| >, | 7， | 到 9 二) ， @+D/| 人 >， | | /e+ o+om] gq/(q+r) 
‘ i 


=(| yl ,|z | ,e+n. 


又 由 广 十 性 一 1, 类 似 可 得 
> 17 Eg 之 Ié. |?] | 之 | 776 /e+ | (g++r) /qr 


=|zl,lyl, [zl 

例 9 记 C。 是 收敛 于 零 的 数列 全 体 ,对 z 一 (zlyza，…yzo…) 
EC 规定 |z1 一 sup Dx, 上, 证 明 :C。 是 个 的 闭 线性 子 空间 . 

证 ”由 收 钙 数列 的 有 界 性 知 ,CoCl™*. VY Tz,yECo, 有 limz,= 
limy, 一 0, 改 对 任何 数 a,B, 必 有 lim(azx, 十 By,) 二 0, 从 而 

azri+py= (azt py artpBy, ,ari py ) EC,, 
故 Co 是 让 的 线性 子 空间 . 

担 证 C6 是 闭 空间 . 设 


一 (Tc EO,, 
人 一 (ZTE 
且 1z 一直 一 suplze 一 Zr | <5 ， 
则 VY e>0, NiEN, 当 &>>Ni 时 ,有 
1 z 史 下 委 1z 史 1 十 1z 风 一 z891<<|z 名 | 十 了 


固定 4, 则 由 z”E Ce 知 ,limz 吕 一 0, 从 而 可 取 到 NEN ,使 得 当 n>> 
N 时 ,有 |z 吕 | < 六， 于 是 , 当 n>N 时 ， 
(0) Ck) EE -EE 
| za [< | 十 二 十 本 
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知 x“ECo, 从 而 Co 是 让 的 闭 子 空间 . 

例 10 设 X 与 Y 都 是 赋 范 线性 空间 ,TT : X 一 Y 是 一 个 映射 ， 
证 明 下 列 命题 等 价 : 

(1) 对 灸 中 任 一 点 列 {z,), 当 Zz 一 zo 时 ,Tx 一 Tro(n—00); 

(2) 了 在 zoEX 处 连续 ; 

(3) 对 于 Tzxo 的 任 一 ee 分 域 UC(Tzo,e), 存 在 xz。 的 65 邻 域 
U(xzo,6) ,使 得 TU (zo,6)CU(Tzo,e), 县 

z TU(zx0,0)= {Tr|rEU (ro0)}. | 

证 (1)=>(2). 用 反 证 法 证 . 设 (1) 成 立 , 而 (2) 不 成 立 , 即 大 
在 & 放 0, 使 得 对 每 一 个 1/n, 均 有 x,EXX, 满 足 上 x, 一 xo 上 二 1/n, 但 
| Tx, 一 Tzo 之 ee， 与 (1) 节 盾 . 故 (2) 必 成 立 . 

(2) => (3)， 因为 (2) 成 立 , 故 Ve>0,39>0, 使 得 当 
上 z 一 zo 上 过 6 时 ,用 Tz 一 Txo 过 e， 因此 ,VU (xo,e) 都 存在 
U(xz00), 当 VY TEU(zo,6) 时 ,有 TzxEU(TZzo ,Ee), 即 

TU(zx0,6)= {Tr|rEU(zro0O0) }CU (TZzo, E). 

(3) 二 > (1). 对 任 {x,}EX, 有 Zz, 一 To€EXX, 则 对 (3) 中 的 6, 存 在 
NEN ,使 得 对 mn 二 N, 有 xz, 一 zo 二 6, 即 x,EUCzo;6)， 攻 此 时 
Tr EU(Tzo,e), 即 上 Tz 一 Txo 上 过 ee 从 而 Ve>0,3 NEN, 当 
nN 时 ,有 

| Tx,—Tzxo|| < 之 e 即 Tz 一 Txo (n—oo). 


第 五 节 ” 秽 密 性 与 可 分 性 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 X 是 度量 空间 ,E 和 F 是 XX 中 的 点 集 , 如 有 打 忆 中 
任 一 点 的 任 一 邻 域 中 都 含有 E 中 的 点 , 则 称 E 在 FF 中 稠密 . 
以 下 命题 等 价 : 
(DE 在 F 中 稠密 ; (2)EDF.:; 
。37。 


A 


(3)VY TEF ,存在 5 中 的 点 列 {zx,} ,使 得 x, 一 x (n 一 00). 

2. 定理 1 设 X 是 度量 空间 ,4A4,B,C 是 和 中 的 点 集 , 若 C 在 B 
中 稠密 ,B 在 A 中 稠密 , 则 C 在 A 中 稠密 . 

3. 多 项 式 全 体 所 构成 的 线性 空间 P, 可 以 看 做 度量 空间 
CLa,6j 的 子 集 ,P 在 CLa,65j 中 是 稠密 的 . 

4. 设 1 委 2 一 co,BLa ,的 是 La,5] 上 的 有 界 可 测 函 数 全 体 , 则 
BLa ,bo 在 Lr*[a,6j 中 稠密 . 

s. 定义 2 设 X 是 度量 空间 , 若 X 中 有 一 个 点 集 4 ,存在 有 限 
集 或 可 列 集 {z.}CX 在 4 中 稠密 , 则 称 4 是 可 分 点 集 ( 或 可 析 点 
集 ). 

若 度 量 空间 久 有 一 个 可 列 的 稠密 子 集 , 则 称 X 为 可 分 空间 
(或 可 析 空 间 ). 

6. 定义 3 设 久 为 度量 空间 ,A 是 和 的 子 集 , 若 4 不 在 X 的 任 
何 一 个 非 空 的 开 球 中 稠密 , 则 称 4 为 朴 朗 集 ( 或 称 为 无 处 稠密 集 ). 

7. 定义 4 设 度量 空间 X 中 的 点 集 4 能 表示 成 至 多 可 列 个 朴 
朗 集 的 并 , 则 称 4 为 X 中 的 第 一 纲 的 集 ,X 中 不 是 第 一 纲 的 集 称 
为 第 二 纲 的 集 . 


疑难 解析 


1， 为 什么 要 研究 稠密 性 概念 ? 

答 ”由 主要 内 容 知 , 若 点 集 4 在 点 集 EE 中 稠密 , 则 V zE 匹 , 必 
有 4 中 的 点 列 {z,), 当 zco 时 ,zz 一 z， 同 时 ,稠密 还 有 传递 性 , 即 
对 Xi 中 的 点 集 4,B,C, 若 B 在 4 中 稠密 ,C 在 B 中 稠密 , 则 C 在 A 
中 稠密 . 

根据 以 上 概念 , 当 和 需要 考察 点 集 E 是 否 具 有 某 种 性 质 时 ,可 以 
转 而 考察 它 的 稠密 子 集 ,然后 利用 极限 过 程 推出 关于 集合 五 的 相 
应 结论 ,使 问题 的 研究 简化 . 

2. 可 分 空间 与 稠密 集 有 何 关 系 ? 

答 ”由 可 分 空间 定义 知 ,在 可 分 空间 X 中 一 定 有 稠密 的 可 列 
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集 ， 这 时 , 必 有 叉 中 的 有 限 个 或 可 列 个 点 在 X 中 稠密 . 

当 人 研究 可 分 空间 中 的 某 些 问 题 时 ,为 了 简便 ,可 以 从 空间 中 选 
出 一 个 最 适合 研究 该 问题 的 可 列 的 稠密 集 , 先 在 该 稠密 集 上 进行 
讨论 ,然后 利用 稠密 性 将 结论 推广 到 整个 空间 上 去 . 

由 此 可 知 , 稠 密 性 与 可 分 性 是 研究 度量 空间 的 两 个 重要 人 性质. 


方法 、 拉 巧 与 典型 例题 分 析 | 
要 求 理解 和 再 密 性 与 可 分 性 概念 ,并 能 判定 集合 是 否 稠密 、 是 否 


可 分 . 
例 1 设 E 和 F 是 度量 空间 中 的 点 集 , 证 明 下 列 命 题 等 价 : 
G) 歼 在 正中 稠密 ; 
(2)EDF:; 


(3)Y xzEF, 有 中 点 列 {(z,) ,使 z. 一 zx 

证 ” (1) 二 >(2). 设 E 在 F 中 稠密 , 则 VY xEF, 阁 XEEE, 必 有 工 
EE; 若 XzEE, 则 VY N(xz),(N(X)\M(z)) 人 EE 二 N(xz)[1E 关 名 ， 即 得 
EE'CE. 所 以 FCE. 

(2) 一 >(3)， 若 fCE, 则 VY XxEF, 有 xXxEE 或 IEE'. 当 XEE 
时 , 取 z, 二 xz, nn 二 1,2,…, 即 有 zx 一 xz; 当 xXEE 时 ,由 集 点 定义 , 必 
存在 {x,}CE, 使 得 x, 一 zz. 

(3) 一 > (1)， 若 YXEF,3 {zx,}CE, 使 得 x, 一 xz, 于 是 ， 
VN (zx) ,J naoEN, 使 得 zx 时 ,ziENCz)， 于 是 N(x) 们 E 关 2 ， 
从 而 EE 在 Ff 中 和 厕 密 . 

例 2 设 和 是 度量 空间 ,下 CX, 证 明 以 下 命题 等 价 : 

(DE 在 关中 无 处 秽 密 ，; 

(2)E 在 中 无 处 稠密 ; 

(3) 对 于 居中 任 一 非 空 开 球 上 ,存在 非 空 开 球 VCU ,使 得 了 月 
E=. 

证 ”由 定义 可 知 (1) 与 (2) 等 价 . 
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(1) 一 (3). 车 EE 在 X 中 无 处 稠密 , 即 ( 瑟 )* 一 他 , 则 对 任何 开 球 
U,U\E 关 BG， 由 于 UN\E 是 开 集 ,所 以 存在 开 集 VCU\E. 

(3) 二 >(1). 若 ( 互 )" 天 好, 取 U= (五 )", 则 对 于 任何 开 球 六 CU， 
7 所 五 ,由 玖 在 X 中 笛 密 等 价 于 对 X 中 的 任 一 非 空 开 集 UU， 
ENMU 关 名 ,推出 矛盾 ,从 而 玉 在 XX 中 无 处 稠密 . 

例 3 记 P 为 多 项 式 全 体 所 成 的 线性 空间 ,把 它 看 做 度量 空间 
CLa,5b | 的 子 集 , 证 明 :;P 在 Cla,5j 上 是 稠密 的 . 

证 ”由 数学 分 析 中 的 维尔 斯 特 拉 斯 定理 知 , 对 [a,5j」 上 的 任何 
一 个 连续 消 数 f, 必 存在 一 列 多 项 式 P, 在 [a,6j 上 一 致 收 钙 于 f, 即 
P, 按 C[a,6bj 中 的 度量 收敛 于 f. 由 稠密 的 等 价 命题 知 ,P 在 C[a,65] 
中 稠密 . 

例 4 设 1 志 p 二 2, 记 B[a,6] 是 [a,5] 上 有 界 可 测 函 数 全 体 ， 
证 明 :B3[a,o 在 乙 [a,0 上 稠密 . 

证 ”对 于 fELr[La,6bj, 作 也 数列 

Fo 二 A [f(z) 1 <n, 


0， | (xz) | 盖 7 
则 所 是 有 界 可 测 函 数 , 且 有 
[fw fn ar=| eolaz 


而 |fl*ELiLa,6bj,; 则 由 积分 的 全 连续 性 ,VY E>0,4 6 二 0, 使 得 当 e 
Cla,5bj 且 mr(e) 二 6 时 ,有 


| | f Cz) [drer. 


: . 看 
由 nem la)<| Ga) raz<| | FCzy |zdz， 
有 NEN, 使 得 当 x* 和 时 ,ma (| 门 2))<6, 从 而 
17p 
ff ,= (| Jeopar <e 


即 /~ 依 稠密 的 等 价 命题 知 ,B[La,o 在 性 te,0 中 稠密 . 
例 5 设 1 委 碌 <co, 视 CHLa,o 为 Lr*[a,5j 的 子 空间 ,证 明 : 
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Clta ,0 在 ZLa ,0 中 稠密 . 
证 可 以 利用 稠密 的 传递 性 ( 见 主 要 内 容 2)? 来 证 . 由 例 4 知 ， 
Bta ,5 在 ZLa,0 中 稠密 , 故 只 需 证 CLa,bo 在 Be ,5 中 稠密 即 可 . 
VY f€EB[laybl1; 设 [f(zx)| 志 M，xE La,bl. 由 实 变 函数 中 的 和 鲁 
人 金 定 理 知 , 任 取 e>0, 令 =(e/2N)2, 则 存在 gECLa,p] ,使 得 
m(f 8g) <6. 
设 |g(Cz)| 委 M, 记 巨 = (Cg)， 则 


6 
| [f(z)— gx) raz=| |f(z)—g(z) |*dz (2M)m(E)<e’, 


Bh | /J—g | < 所 以 Cla ,2 在 BLa;,6bj 中 按 L*[a ,0 的 度量 是 砚 
密 的 . 车 1g(Cz)1>M, 只 需 将 g& 换 成 maxCminCg(z)，AD ,一 MD) 即 
可 . 

例 6 设 Cs 是 在 [0,2x] 上 连续 且 满 足 f(0)==f(27) 的 函数 了 
的 全 体 ,证 明 ;C: 在 ZL0,2r] (1 委 p<co) 中 稠密 . 

证 ”由 例 5 知 ,C[0,2"]j 在 L?[0,2x]j 中 稠密 , 故 只 和 需 证 Cx 按 
C[0,2#j 在 L?[0,2xj 上 秽 密 即 可 . 

设 TEC[0,2x],YV s>>0, 取 M=max|lz()|,6 一 (e/2M)*, 作 
ZiECz 如 下 : 


一 4Z(0) ， t= 二 27， 
线性 ， 27 一 人 < 和 上 2r， 


则 1-al=( 作 co-aora 


X(t), 0 雪上 ! 委 27x 一 0， 
之 1 (#2) | 


-| | [z(t) —z1lt) 12dt ? 
TM) Te. 
例 7 设 f 是 点 集 4 上 的 连续 映射 ， 8B 为 A 的 稠密 子 集 ， 证 明 ; 
了 A(B) 在 f(A4) 中 稠密 . 
证 因为 /1((B)) 刁 f"1(f (B)) 必 B, 又 由 ff 的 连续 性 知 
f-1(f(B)) 是 闭 集 ,所 以 
. 4] 四 


fiif (BEDB=>7B) OB). 
又 刀 为 4 的 稠密 子 集 ,由 稠密 的 等 价 命题 ( 见 主要 内 容 1) 知 ， 
8B 二 4, 所 以 了 0OB) 沪 A(B) 必 fA), 从 而 有 (B) 在 f(A4) 中 稠密 . 
例 8 证 明 : 实 直线 R 与 复 平面 C 是 可 分 的 . 
证 因为 有 理 数 集 Q 是 实 直线 R 的 可 数 子 集 , 且 在 R 中 稠密 . 
依 定 义 实 直线 R 是 可 分 的 . 
因为 ,车 取 实 部 与 虚 部 都 是 有 理 数 的 复数 作为 C 的 子 集 , 则 是 
可 数 的 稠密 子 集 , 故 依 定义 复 平 面 C 是 可 分 的 . 
例 9 证 明 :C[La,65j 是 可 分 空间 . 
证 ” 取 以 有 理 数 为 系数 的 多 项 式 全 体 作 集 Pi, 则 Pi 为 可 列 
集 ， 而 对 任何 多 项 式 p 及 任意 e>0, 存 在 有 理 系 数 多 项 式 pi1, 满 足 
| p—pil 一 max |p(z)— pi(z)|<e, Q) 
则 由 例 3 知 ， p 在 C[a,6] 中 稠密 ， ; 式 @ 又 给 出 P, 在 己 中 稠密 . 则 依 
稠密 的 传递 性 ( 见 主要 内 容 2) 知 ,P) 在 CLa,0 中 稠密 ,从 而 CLa ,0 
是 可 分 空间 . 
例 10 证 明 ;:// (1 声 p 达 oo) 是 可 分 空间 . 
证 ” 设 i 是 实 的 . 取 M 是 形 如 y 一 《ya ;yz29 100 的 所 
有 实数 列 所 成 的 集 . ”是 任意 正 整数 ,yw 是 有 理 数 , 则 M 是 可 列 的 . 


Vz 一 (zx) EW， 有 2 | zi |? < co. 故 尽 E>0,] nEN, 使 得 


Dlal<(3 | ”由 有 有 理 数 的 秽 密 性 ,5 可 取得 y, 使 得 > |z yl 


< 


令 y 一 《yi1yy25… "9 Yn 人 * ,0)， 则 y€EM,， 且 


| z 一 yj ,= (Dla-ylt BD la 上 


< 


即 M 在 1? 中 稠密 , 依 定义 知 必 是 可 分 空间 . 
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例 11 证 明 ; 度 量 空间 X 是 可 分 的 XX 存在 一 个 可 数 子 集 
Y,Y s>0 和 xzEX, yEY, 使 得 p(x,y) 二 es. 

证 ”充分 性 ” 设 Y 是 XX 的 可 数 子 集 , 又 PC(z,y)<e, 则 zE7Y 或 
是 》 聚 点 一 了 一 X, 故 式 是 可 分 的 . 

必要 性 ” 若 叉 是 可 分 的 , 则 必 有 X 的 可 数 稠密 子 集 Y. 由 秽 密 
性 知 , 对 XEX,3 yEY, 对 ee 二 0, 有 p(x,y)<e. 

例 12 证 明 :L*[a,5bj] 是 可 分 空间 . 

证 以 Pi 记 有 理 系 数 多 项 式 的 全 体 , 则 由 例 9 知 ,V /GE 
”CL[a,6] 与 Y e>0,3 pE Pi, 使 得 
max |f(z)—p(z)|’<e/ (6—a) 


则 按 L*[La,6j 的 范 数 , 有 
| f—p| 一 | 1Fz) 一 户 (z)1*dz 委 时 /0 一 a)。( 一 4) 一 个 ， 


即 ‖ 7 一 让 <e, 说 明 P 在 C[a,o] 中 稠密 . 又 例 中 证 明了 Cla ,bo 在 
Lr[a,5] 中 稠密 ,从 而 Pi 在 居 [a,b] 中 稠密 ,由 于 已 是 可 列 集 , 故 
Lt[a,6bj 是 可 分 空间 . 

例 13 证 明 : 可 分 的 度量 空间 的 势 不 超 过 从 . 

证 车 和 为 有 限 集 , 则 结论 自然 成 立 ,否则 , 设 4 为 买 的 可 列 
子 集 , 有 A=X. 考察 形式 元 a :… 全 体 ,其 中 各 zi€ A, 记 集合 为 5， 
则 S 志 多 . 

记 51 一 {4a |limz, 存在 }， VY x EX, 取 ass E51, 使 得 
lim za 一 工 对 天 y， 如 | 

limz, =z， limy,=y, 

则 有 a..… 关 a,,y,… ,说 明 XX 对 等 于 Si 的 子 集 , 故 又 SS 么 人 

例 14 定义 在 [a,6] 上 的 有 界 函 数 全 体 记 为 BLa,5bj, 它 是 一 
个 度量 空间 ,证 明 :B[La,6bj 是 不 可 分 的 . 

证 ” 记 有 4 为 在 cE [a,5] 值 为 1 在 [a,b 省 {c} 值 为 零 的 函数 全 
体 , 则 A 是 不 可 数 的 ; 且 4 中 任何 两 个 函数 的 距 高 均 为 1, 即 知 
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BLa,65j] 不 存在 稠密 的 可 列子 集 , 所 以 BLa,6j 是 不 可 分 的 . 

例 15 证 明 :/* 是 不 可 分 的 

证 取 作 中 项 值 xz,=0 或 x,=1 的 点 的 全 体 为 集合 Z, 则 ZC 
人 ~. 2Z 的 每 一 y 一 {zx} 的 二 进 制 表示 形式 为 如 十 如 十 如 十 …, 所 以 2 
与 二 进 小 数 全 体 所 成 集 对 等 ,是 不 可 列 的 . 

如 例 14,Z 中 任何 两 个 不 同 点 间 的 距离 均等 于 1. 于 是 ,以 每 个 
y 为 中 心 ;以 1/3 为 半径 作 小 球 , 则 这 些小 球 有 不 可 数 个 , 且 互 不 
相交 . 若 M 是 广 任意 稠密 集 , 则 这 些 不 相交 的 球 的 每 一 个 必 仿 MM 
的 一 个 元 素 , 从 而 M 是 不 可 数 的 . 由 此 得 出 ,/” 的 任意 稠密 子 集 都 
是 不 可 数 的 ,因此 /是 不 可 分 的 . 

例 16 设 C[r0o,ce) 是 [0,ee) 上 有 界 连 续 函 数 全 体 按 范 数 
| xz 一 sup zt) | 所 成 的 赋 范 线性 空间 ,证 明 :CLo,ce) 不 是 可 分 
的 . 

证 ”只 需 证 CL0,co) 的 任何 子 列 {zuw)} 都 是 不 可 列 的 . 

设 {ni} 为 自然 数列 的 任 一 子 列 , 作 工 ,ECL0,co) 如 下 : 

1， z= 二 1/2， 
cn TEU nn), 
: 线性 ， TE Gum 十 1/2)U (Ca 十 17/2，1)， 

则 知 集合 {zw)} 是 不 可 列 的 , 且 {a) 天 (时 ,ozooyze) 一 1 
故 依 定 义 CL0,ee) 是 不 可 分 的 . 

例 17 度量 空间 (X,o) 中 的 集 S 称 为 e 链 ,是 指 V XxX,yE€ES, 当 
z 关 y 时 , 必 有 p(xz,y) 之 e: 证 明 :X 为 不 可 分 的 人 >V 某 个 e>0, 存 
在 不 可 列 的 e- 链 . 

证 ”必要 性 ”车 Y e 沁 0 均 不 存在 可 列 的 e- 链 , 则 至 多 存在 有 
限 个 点 ,使 得 两 点 之 间 的 距离 大 于 6, 而 其 它 点 与 这 些 点 之 一 的 中 
离 小 于 s, 这 有 限 个 点 就 构成 e 网 . 这样 ,X 是 完全 有 界 的 ,所 以 是 
可 分 的 . 

充分 性 ”车 可 列 个 点 {yi} 在 XX 中 稠密 ,而 {zxz:14E A} 是 不 可 列 
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e- 链 . 作 以 zx; 为 心 ,e/3 为 半径 的 球 , 则 这 样 的 球 有 不 可 列 个 , 且 每 
个 球 至 少 含 一 个 y:, 从 而 必 有 某 个 球 同 含 于 两 个 球 . 设 此 两 球 中 心 
分 别 为 zx;,xx, 则 
ESO(CzZr)<OCZzyt 十 OZr)<2s/3. 

显然 导出 矛盾 . 从 而 知 此 时 X 必 不 可 分 . 

例 18 度量 空间 中 的 单 点 集 是 否 一 定 是 朴 朗 集 ? 

答 仅 含 一 点 的 度量 空间 或 离散 的 度量 空间 中 , 单 点 集 均 非 
蚊 归 集 . 


例 19 和 希 尔 伯 特 立方 体 
4 一 |z 一 人) 1 各 | 入 二 2 下， 
证 明 :4 作为 £ 的 子 集 ,既是 闭 的 , 叉 是 玖 朗 集 . 
证 先 证 A 是 闭 集 ， 设 meE 互 , 则 必 存 在 一 列 {mjC4, 有 
DCziyo) 一 0. 设 | 
Ti—= (EO ED ,ee EN ,0 ), 天 一 0 1 2 


有 (ep 一 eol] 0 (co)， 


. 1 
limé® =é"—> |é€:° | 一 ， 
Rk—= oo 1 


从 而 zo 二 (E19 ,60 0 人)E4, 所 以 4 是 关中 的 财 集 . 

再 证 A 是 朴 朗 集 . 因为 4 是 闭 集 , 故 只 需 证 4 中 不 包含 ′ 中 的 
任何 开 集 . 用 反 证 法 , 设 有 zo 二 (1,6&1,…,6,,…)EL, 对 6 二 0 有 
N(xzo;6)CA, 又 对 NEN ,满足 N>1/( 即 9S>>1/N), 取 

TI 一 (6 ev 十 SG/25N+1 1)， 
显然 有 p(Czo,zi) 一 8/2, 故 zoziENCro 0)C4. 于 是 |ev| 委 1/N， 
[én 十 6/2| 夺 1/N ,从 而 
6/2= | (én+6/2)—éy | |ért+6/2|+ |éy la2/N. 
由 入 的 任意 性 知 ,5==0, 从 而 导出 矛盾 . 所 以 ,4 是 /2 中 的 玖 表 集 . 
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第 六 完 备 性 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 和 是 度量 空间 ,{z*} 是 和 中 的 点 列 . 如果 V e> 
0, 3 Ne)EN:, 使 得 当 zm 盖 N 时 ,po 人 (zze)<e, 则 称 {z} 是 碟 中 
的 基本 点 列 或 柯 西点 列 . 

(1) 度 量 空 间 X 中 的 收 争 点 列 必 是 基本 点 列 . 

(2) 设 {zx,} 是 度量 空间 XX 的 基本 点 列 , 铬 {x} 的 子 点 列 {z,} 收 
敏 于 钱 中 点 z; 则 {zs} 也 收 但 于 zo. / 

(3) 存 在 这 样 的 度量 空间 ,其 中 有 不 收敛 的 基本 点 列 . 

2. 定义 2 若 度 量 空间 X 中 的 每 一 个 基本 点 列 都 收敛 于 XX 中 
的 点 , 则 称 X 是 完备 的 度量 空间 ,简称 为 完备 空间 . 

完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 巴 合共 空间 . 

3. 定理 1 设 X 是 完备 的 度量 空间 ,YCX, 则 Y 为 完备 度量 
子 空间 的 充 要 条 件 是 Y 是 XX 中 的 闭 集 . 

4. 定理 2 设 义 是 完备 的 度量 空间 ,又 设 S, 一 {zlp(z,z.) 志 
e} 为 了 中 的 一 套 闭 球 :S1 必 SsD 必 … 必 5, 汪 … ,如果 球 的 半径 6 一 0， 
则 必 有 惟一 的 zE 站 5S。 

$5. 定理 3( 贝 尔 (Baire) 定 理 ) ”完备 度量 空间 必 是 第 二 纲 的 集 . 

6. 定义 3 设 X 是 度量 空间 , 若 有 完备 的 度量 空间 Xi: ,使 XX 等 
喉 同 构 ( 见 第 一 节 疑 难 解析 1) 于 六 | 的 稠密 子 空间 , 则 称 和 , 是 和 的 
完备 化 空间 (X, 中 的 点 称 为 XX 的 “理想 点 ”). 

7. 定理 4 任 一 度量 空间 必 存 在 完备 化 空间 . 

8. 定理 $ 设 和 ,X' 是 度量 空间 X 的 两 个 完备 化 空间 , 则 必 有 
叉 到 X' 的 等 距 同 构 映 射 ,使 得 对 一 切 zEX,gl(zx) 二 zx。 因此 ,度量 
空间 的 完备 化 空间 在 等 距 同 构 意义 下 是 惟一 的 . 

s A6 和 


疑难 解析 


1. 证 明 空间 X 的 完备 性 有 醇 些 步骤 ? 

答 通常 有 以 下 两 步 : 

(1) 任 取 忆 中 的 一 个 基本 点 列 {z,} ,并 将 条 件 e‖ xz, 一 zz, 上 <e 
在 X 中 具体 化 ,由 此 构造 出 “极限 ”z; 

(2) 证 明 zxEX, 且 |x, 一 x 上 一 0. 

关键 是 极限 x 的 构造 ,并 证 明 zEX. 也 可 以 利用 主要 内 容 3， 
在 已 知 包 含 Y 的 空间 外 是 完备 的 条 件 下 ,证明 Y 是 XX 中 的 闭 集 . 

2. 度量 空间 的 完备 化 有 何 意 义 ? 

答 ”一般 的 度量 空间 如 果 是 不 完备 的 ,应 用 起 来 就 有 困难 , 例 
如 ,在 不 完备 的 空间 里 ,方程 可 能 无 解 ， 完备 性 保证 了 基本 点 列 必 
然 收敛. 度量 空间 的 完备 化 是 整个 数学 分 析 学 的 一 个 重要 而 基本 
的 思想 方法 ,由 有 理 数 的 柯 西 序列 构造 实数 是 从 不 完备 的 度量 空 
间 扩 张 为 完备 空间 的 典型 方法 , 即 把 柯 西 序 列 作 为 新 的 点 增加 到 
原 有 的 空间 中 去 ,得 到 新 的 完备 的 度量 空间 . 这 有 利于 人 研究、 解决 
问题 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 理 解 度量 空间 完备 性 概念 ,掌握 完备 性 的 证 明 方 法 . 
例 1 若 {zx,} 是 度量 空间 X 的 柯 西点 列 , 且 存在 一 收敛 的 子 序 
” 列 z, 一 TEX, 证 明 :z,>zx (no0). 

证 ”由 题 设 知 ,VY e>>0, 3 NEN, 当 n,m 密 NN 时 ,有 p(x, Tm) 
< 之 e/2, 当 上 充分 大 时 ,有 nN, 且 plzx,,X)< 过 Ee/2， 所 以 , 当 n 二 na 
时 ,有 / 

pzxasT) PTas Tn) prs, ,XT) Ee, 
故 zs~> 工 . 

例 2 设 {z*} 与 {y} 是 度量 空间 X 的 两 个 柯 西点 列 , 证 明 : 
an 一 0D(ziyyn) 收 敛 . 
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证 因为 4zo)} 与 人 oo) 均 为 柯 西点 列 , 故 Y se>0, NEN, 当 
m,n>N 时 ， 
pxms Ta) EeE/2, pyn, yr) <Ee/2. 
a DZ YapP Ta Tm) Ta YT p(y, yn), 
pTms Ym)SSP Tm Tn) PT Yn) PYm, Yn). 
综 上 即 得 
[p(x Ya) — PTm 3 Ta) |<<plxss Tn) py yn)<<e. 
从 而 as, 一 (zy) 是 上 的 柯 西点 列 ，、 因 为 和 完备 ,所 以 oa 一 
2(znoym) 收 敏 ， 
例 3 设 o 与 ps 均 为 闫 上 的 度量 , 且 存 在 a， >0, 使 得 
VY zyEA ,有 
apl(zyy) 委 pr(Czyy) 委 pp (zyy). 
证 明 :(X,o) 与 (Xpoz) 中 有 同样 的 柯 西点 列 . 
证 设 (z.) 是 (X,p) 的 柯 西点 列 , 则 对 给 定 的 e>0,j NEN， 
当 n,m>N 时 ,pi(zn Tr) <e/b. PW ,pr (Tm Tn) SLOP (Tn To)<e. 
故 {zx,} 也 是 (XX,p;) 的 柯 西点 列 . 
又 设 {o} 是 (Xpo:) 的 柯 西点 列 , 则 对 任意 es>0, NEN, 当 


n,m>N 时 ,p(yn, Yr) at. op ny) Sa pe) < 故 
po 也 是 CX,o) 中 的 柯 西点 列 . 

下 面 的 例子 证 明 一 些 序列 空间 的 完备 性 ， 请 读者 注意 证 明 的 
步骤 .方法 与 技巧 . 

例 4 证 明 :R* 空间 是 完备 的 . 

证 取 z4 一 (zz 人 zz 的 xz 一 1 2 是 R" 中 的 基本 反 
列 , 则 由 


VB/ 
[zep 一 zo| 妇 | 直 zw 一 ze | 一 | > lz — zol) 2 ;一 1 ,2,.…,n 


易 知 ,对 :一 1， 2 .nz 中 } 是 基本 列 利用 实数 的 柯 西 准则 知 , 存 
在 实数 xz; ,使 得 
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二 FE» 本 
lim zx: —= Xis ti 一 2， ,Nn, 
-oo 


而 点 二 (zx) sys""" , 工 ) ER", 
z= (00), 
i=1] 


即 点 列 {z 中 } 在 R" 中 收敛 , 且 收 化 于 x. 
例 $ 证 明 : 空 间 让 是 完备 的 . 
证 取 (z,} 是 个 中 的 基本 点 列 ,z, 二 《zm ,Xx2”,…),L* 上 的 度 
量 
p(x,Yy) Sup [zi— yi|， 
其 中 r= {XE , y={y}€EL. 
Y es>>0, NM>>0, 当 轨 ,2 人 时 ,有 
pzms Tn) =suplz™ ~—z" |<e. 
“对 于 每 个 固定 的 i, 当 ,n>>N 时 ,有 
z [zi™—zx" |<e. (D 
所 以 ,序列 (zx ,zf?,…) 是 C 中 的 基本 点 列 , 是 收敛 的 ， 即 , 当 
mi 一 co 时 ,ze 一 EC 由 此 得 z 一 (zyzz，…). 
在 式 四 中 , 令 2 一 co, 则 当 和 >>N 时 ,|z 和 一 二 <e 因为 
Zn 一 (6 }EL”, 故 存在 实数 &, ,对 所 有 的 i 满足 |z:™ | 二 ,从 而 
对 每 个 i 有 
[ziz 一 z+ |z1™ |etk,， 
即 {z;} 是 有 界 数列 ,Tz 二 {xi} EL 又 由 
[zi™ ~—Zzi|&e) 


有 pzxm, I)=sup|z!™"— zi|Re. 


故 当 mr 一 co 时 ,zx 一 z+。 所 以 "是 完备 的 度量 空间 . 
例 6 证 明 : 空 间 C 是 完备 的 ,其 中 C 是 所 有 收敛 复数 列 工 二 
《zi) 所 成 的 集 , 其 度量 2 由 空间 让 导出 . 
证 因为 :* 是 完备 的 ,C 是 三 的 子 空间 ,所 以 只 需 证 明 C 是 闭 
的 , 即 可 由 主要 内 容 3 确定 C 是 完备 的 . 
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任 取 z= 二 {zxz} EC, 则 知 存在 x, 二 {zx:”"}EC, 使 得 zx, 一 zx. 故 
V se>0,3 N 二 0, 当 n>N 时 ,对 所 有 i, 有 
[zi —Zzi [pr Xe/3. ©) 
特别 是 当 n= 入 时 ,对 所 有 i, 式 书 也 成 立 . 因为 
XTN= (XI ,Xi “) EC 是 收 全 序列 ,所 以 存在 一 个 Ni, 当 i,k 生 NN 
时 ,有 
[zt —xze |<e/3, 
于 是 , 当 i,k 之 Ni 时 ， 
|z;—Zzi| 和 |x 一 zx | 二 |r 一 zt | 十 |x 一 zl < 之 e 
成 立 , 即 序列 z= {zi} 是 收敛 的 ,TEC. 因为 EC 是 任意 的 ,所 以 C 
在 个 是 闭 的 . 
例 7 证 明 : 空 间 i? 是 完备 的 ,其 中 p 是 固定 的 , 且 1<p<oo. 
证 设 {z,} 是 民 中 的 柯 西 点 列 ,z, 二 {zt}. YEs>>0, 了 人 >>0， 
当 mm,w 盖 N 时 ,有 


pCznyzo) 一 | Dz" zl) "< @ 
对 于 每 个 ;一 1,2，… 当 ma， > 时 ,有 z 
| zz 一 rz" | <<e. @ 


对 于 固定 的 i, 由 式 @ 知 ,Cz 中 ,x2?,…) 是 柯 西点 列 . 因为 R 和 C 都 
是 完备 的 ,所 以 此 点 列 收 仿 , 即 当 zi 一 ce 时 ,z 扫 一 雪 ， 由 此 ,定义 
二 (Xi; zy )。 
下 面 证 明 xE€l?, 有 自 xz。 一 文 . 
由 式 @ 知 , 当 m,n 二 入 时 ,有 
> Nz —z™ et, k=1,2," 
令 n 一 co, 则 当 m 二 NN 时 ,有 
>|z"—zil*Se?, k=1,2,"* 


再 令 k 一 co, 则 当 m 宝 时 ,有 
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2 Nr" —z Ser. © 
从 而 知 xzm 一 TEL. 因为 znE7?, 则 由 闵可夫 斯 基 不 等 式 , 有 工 二 工 。 
十 (XxX 一 Tm.)EL?, 且 由 式 @ 得 p(x,;X) 志 Ee; 即 x 一 xX (2 一 00), 从 而 
lr 是 完备 的 . 

例 8 设 MC1 是 由 至 多 含有 限 个 非 零 项 的 序列 全 体 组 成 的 
子 空间 ,在 M 中 求 一 不 收 化 的 柯 西 序列 ,并 由 此 证 明 :1M 是 不 完备 
的 . 

证 邻 工 :二 《11/2 110,0，…)， 则 点 列 (zo EAI 因为 

pTms Tn) =1/m+1) (m=n), 
所 以 {z,) 是 M 中 的 柯 西点 列 . 但 
zr 一 | 坟 )El”， EM, 

从 而 M 是 不 完备 的 . 

例 9 在 R= 二 (一 co ,co) 上 定义 度量 

p(x,y)=|arctanzr—arctany|, xXx,yER, 

证 明 ;. 空 间 R 是 不 完备 的 . 

证 取 z,=n, 则 点 列 {x,} 没 有 极限 . 

对 于 任意 正 整 数 m 及 nn 二 m 之 cote, 有 


n—m 
1Tmn 


所 以 {z,} 是 柯 西点 列 . 因此 ,由 柯 西 点 列 {x,} 不 收敛 知 ,R 是 不 完 
备 的 . 

类 似 地 , 取 点 列 {z,}) = {n}), 可 以 证 明 对 正 整 数 全 体 的 空间 X， 
定义 度量 pCm,n) 二 11/m 一 1/n|, 则 XX 是 不 完备 的 . 

例 10 证 明 : 满 足 z(a) 一 xz 必 ) 的 zECLa,65] 构 成 的 子 空间 YC 
CLa,6bj 是 完备 的 . 

证 任 取 xE€EY, 则 Y 中 存在 序列 {x,} ,使 得 x. 一 zx, 从 而 ,Ca) 
一 XT(a) ,Xx,.(6) 一 rT(a)， 于 是 


1l 
<arctan Ee 


plm,n)=arctann—arctanm—arctan 


。 bls 


0 一 Za) 一 Tu) 一 Ca) 一 Z(O)， 工 和 了 ， 

即 Y 是 闭 的 ,从 而 是 完备 的 . 

例 11 设 S 是 所 有 复数 列 (有 界 或 无 界 ) 组 成 的 集 ， 定义 度量 
~ 1 | 二 ,一世 | 
-21 十 |z 一 入 | 
其 中 工 == (zi} ,y= 二 {yi} ,证 明 :x, 一 zz 的 充 要 条 件 是 ,对 于 所 有 的 
1 一 1，2 有 zf 一 zz 这 里 z 一 人 zi 小 

证 必要 性 设 x,->z, 则 VY es 盖 0，, 0 时 ,有 

1 | 过 各) 一 并 


271 十 |zr 一 zc| 
从 而 当 n 二 N 时 ,有 | 一 去 | <<e. 


充分 性 VY e>0, 由 >) 六 一 1 知 ,存在 m, 使 得 > ， 方 < 二 
又 由 题 设 知 , 对 于 每 个 i, 有 xz" 一 zx, 故 对 于 满足 1 过 i 志 m 的 每 个 i， 
存在 Ni;, 当 n>N; 时， 有 |z" 一 zi| 过 二 ,从 而 
— ] [zi — zi E/2 < 
之 2:1 二 |x 一 zz Te 2 1+e/2 ~ 


取 N 二 max (CN,Ns,… ,Nn), 当 n 宝 时 ,有 


DCZyy) 一 


p(T "TT) < Te Tey? 


1 |zi”—zil 
Plz Tt) = 2 2 1 Ir xz,| 
-六 1 zx 一 五 | SS 1 |z zl 
一 2 1 十 xz” ;| £41, 27 1 十 [zz;| 
E 一 ] E E 
< 了 + 2 2 
zx-—> xz. 


例 12 利用 上 例 结果 证 明 : 序 列 空间 S 是 完备 的 . 
证 设 {zx,}) 是 S 中 任意 柯 西 点 列 ,z,= 二 {zx”), 则 VY ee 二 0 与 固 
定 的 i1,3 NEN, 当 m,n>N 时 ,有 
] |z™ zr | 


2 II |S ND EN 


3 
201 十 e) 
澡 2 虽 


所 以 |x 一 x 中 | 之 ge. 

对 于 固定 的 i, (zi ,zi ,…) 是 柯 西 点 列 , 且 收 化 . -> 
则 由 例 11,z.>z 二 {a} ES 所 以 S 是 完备 的 . 

例 13 设 (Xi1,pPi) 与 (XX;, Pp;) 是 两 个 度量 空间 ,Xi XXX; = 
((ziyzz)|zEXzEXz 上 和 定义 

PCCZ1Z2) (yy2)) 一 (Lei(ziy)] ?十 LoGCzzyyz) 下) ， 
其 中 zi,y1), 《Xs ,yi) EXIXX,,p 之 1 为 正 数 , 证 明 :X XXX; 是 完 
备 空间 的 充 要 条 件 是 (Xi,pi) 与 (XX;,ps) 均 为 完备 空间 . 

证 ”充分 性 若 (Xi,oi) 与 (Xpoz) 是 完备 的 , 设 z ”一 
人 中 的 基本 列 ， 则 依 定义 易 知 ， { 1 ”}), 
z 多 } 分 别 是 Xi ,Xs 中 的 基本 列 , 从 而 分 别 收敛 于 xz ,zz， 于 是 
ee ,T), Cr Ta)) = Lo Cr ,zr)? px" ,x2)? 72 一 >0， 

所 以 ,(X;,XX:,p) 是 完备 空间 . 
必要 性 若 (XiXX2:,p) 是 完备 的 ， 设 (zi 1"”} 是 XX， 中 的 基本 点 
列 , 任 取 zzEX， 则 (zi ZX2) 是 入 X 信 ， 中 的 基本 点 列 , 故 必 收 敛 
于 XXX 中 某 点 ， 设 极限 点 为 (zzz), 则 由 
. PCCzi” ,TX2), (X19T2)) 0 (n>00) 
可 知 D(X,X)0 (n>00)( 有 Hz,= 7 ), 
所 以 Xi 是 完备 空间 . 
类 似 可 证 羡 ; 也 是 完备 空间 . 
下 面 的 例子 讨论 一 些 函 数 空间 的 完备 性 问题 ,注意 与 序列 空 
间 的 相同 与 不 同 操 . 
例 14 证 明 ， 连续 函数 空间 C[a,6] 关 于 度量 
p(x»,y)=max|z(t)— y(t)|, xz,yECLa,b) 
是 完备 的 . 
证 设 {z,} 是 CL[a,6] 中 的 柯 西 点 列 , 则 VY e>0,3 NEN, 当 
m,n>>N 时 ,有 
pxm ,Tn)—max lz(t)— y(t) | <e， 


se 虽 3。 


从 而 对 一 切 1:€ La,8], 有 
[rn Ct)— xt) | ee, m,n>N, 
从 而 对 固定 的 :€ [a,6j, {ziG2)}) 收 僵 ， 设 (1) 一 XTG) 《n>o0), 则 
对 一 切 :€ [a,bj], 有 
[z(t)— x0) | = lim [z(t)— xr,(t) |e (n>N), 


所 以 {xz,) 在 La,65] 上 一 致 收 印 于 xz， 因为 zx,(t) 在 La,5j 上 连续 且 一 
致 收 化 于 zx), 故 XC(2) 在 [a,5] 上 连续 ,所 以 xEClLa,65]. 同时 还 证 
明了 zm 一 Tm 一 co), 从 而 CLa,5j 是 完备 的 . 

车 在 ClLa,5j 上 定义 度量 


b 
pz 一 | lz yD de, 


oz(Czyy) 一 | [z(t)— y(t) lar] ， 


则 可 以 证 明 (C[a,6],P1) 与 (C[a,6], ps) 都 不 是 完备 的 度量 空间 ， 
从 而 说 明 完备 性 是 与 度量 有 关 的 . 
例 15 证 明 :Lr[a,6] (1 志 p 二 吕 ) 是 完备 的 空间 . 
证 设 {f,} 是 L?[a,6] 中 的 基本 点 列 ,由 定义 知 ,存在 n.EN ,使 
得 m,n>ns 时 ,有 上 一 ;过 1/2:. 设 过 m2 过 … 过 ms 过 …, 于 是 
| 六 一 六 由 <1724， 


故 21 fo fo SD /2 <. 
当 p=1 时 ， 式 @ 化 为 
> IF C0) —f, C2) 1dr<o0. @ 


当 p>1 时 ,由 1E Lr[a,6]( 其 中 1/p 十 1/4 一 1), 依 青 尔 德 不 等 式 ， 
得 
| sa 一 六 rcCz) [dz 委 用 六 一 六 2 一 2 


再 利用 式 轿 知 , 记 >1 时 , 式 @ 仍 成 立 . 
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对 式 D 应 用 实 变 本 数 中 的 列 维 引 理 , 即 知 2 17uCz) 一 / 


“十 1 


在 La , 纪 上 几乎 处 处 收敛 ， 因此 级 数 广 (DF PL 广 (x) 


在 [a,6] 上 几乎 处 处 收敛 ， 即 极限 lim /。 (x) 几乎 处 处 存在 ， 从 而 存在 
可 测 函 数 /， 使 得 /(z) 一 limy。(z) 在 [a, 扫 上 几乎 处 处 成 立 
再 证 FE ZLae,b] 由 {f}) 是 L*La,5] 中 的 楚 本 点 列 知 ,Y e 之 0， 
3 NEN, 当 n,m 之 NN 时, 1, 一 /| 二 e. 对 于 上 面 所 选 的 子 序列 {7。}， 
取 充 分 大 的 k。 ,使 得 &o 盖 NN , 则 对 k 宇 ko,n 二 N, 有 上 f, 一 ff 上, 二 e. 对 
函数 列 { | ,一 f/f, 1?,&k 二 1 ,2,…} 应 用 法 都 定理 ,得 
[f(z)C— fn P=lim|fr(r)— flr) EL ae], 


(x) | 


且 “| Ace 一 Acep hdr<bim| (fC0)— fe) dr<er. 
因为 上 放 一 re Zrf[a, 引 ,所 以 /= 六 二 CA 一 A)EZL2La,D 又 由 式 @) 
知 , 当 n 宇 NN 时 ,| ,一 f ,过 e. 即 点 列 {f,}) 按 L*[a,5j] 的 度量 收敛 
于 了 ,因此 Lr*[La,65bj 是 完备 空间 . 

从 例 15 可 以 看 到 : 首先 在 序列 空间 需要 构造 出 点 列 {z } 的 极 
限 z, 而 在 函数 空间 需要 构造 函数 列 {( 广 } 的 极限 函数 六 显然 后 者 
要 困难 得 多 . 其 次 ,在 函数 空间 中 证 明 极 限 项 数 属于 函数 空间 也 比 
序列 空间 中 证 明 极 限 点 属于 序列 空间 要 困难 得 多 . 但 是 ,两 种 空间 
完备 性 证 明 的 基本 步骤 还 是 一 致 的 . 

例 16 证 明 :L”*[a,6bj 是 完备 的 . 

证 ”证 法 与 例 15 完全 一 致 . 

先 由 基本 列 找 出 极限 函数 . 设 {f,} 是 L”[a,5j] 的 一 个 基本 后 
列 , 则 VY e 汪 0,I] NEN, 当 n,m 之 NN 时 , 恒 有 目 记 一 fm 上 < 之 e, 从 而 
知 存在 [a ,5j 中 的 一 族 勒 贝 格 零 集 {E,}) ,使 得 

1 ff, =sup{f x)— fn rT) NTE Gao) \Enm). 
记 E 一 UEwm, 则 ECLa,6] 且 为 零 集 . 当 z€E [a,bN\E,H m,n>N 
时 ,有 
。55 。 


[fx)— fx) (Rsup{( {fr)~— fr) | lrE [a,bl\E) 
<sup{|f, C7)— fr)||zrELa,bh\E,) 
< | ff | <e, QQ) 
从 而 知 , 当 xzE[a,6b]\E 时 , {f(z)} 是 实 的 基本 列 , 必 收 伍 于 某 实 
数 f(z). 任意 规定 了 在 天 上 的 值 , 即 为 一 个 定义 在 ta ,oj 上 的 函数 
f. 
再 证 /EL [a,6bj. 显然 ， /是 可 测 函 数 ， 在 式 @ 中 令 m 一 oo, 则 
当 n 之 和 时 ,有 
[f(x)—f(r)|<e iT 
在 x€ [a,b]MN\E 上 成 立 ; 从 而 ,一 fEL”[La,6], 即 
f=f,—(f,~ /ELLa,6]. 
由 式 知 知 
| fC—fl sup{|f.Cx)—f lz) | IrE [a,b \E}Se, 
即 f 按 L*[a,6] 的 度量 收 化 于 f. 故 L”[a,6j 是 完备 的 . 
例 17 设 (X,o) 是 一 个 度量 空间 ,证 明 :X 是 完备 度量 空间 
< 全 对 X 中 任何 一 套 闭 球 Bi 过 有 B 二 … 卫 B 地 … 其 中 瑟 一 
(zlpCzzD<s}, 当 e0 时 , 必 有 惟一 的 zE 门 B: 
证 ”充分 性 设 {z,} 是 XX 中 的 基本 点 列 , 要 证 明 其 是 收敛 的 ， 
对 取 定 的 &= 二 1/2+!, 必 存在 n,, 使 得 当 mm 之 ni 时 ,P(X Tn) Er: 设 
册 过 nz 过 过 nx 之 …, 作 球 列 
Bi={zx|p(z, zr SI/2}, k=1,2,., 
于 是 , 当 YE Bi 时 ,有 
ply ,Ta EP Th, Ta, + px ,y)<1/2", 
所 以 BiriCBis, 即 {Bi} 是 一 列 单调 下 降 的 闭 球 套 ”由 题 设 知 , 存 在 
ze 中 B,, 因 此 p(zwu;z)<1/2, 即 zu 一 z, 再 由 {z,} 是 基本 点 列 ,得 
zco), 从 而 确定 (X,o) 是 完备 的 度量 空间 . 
必要 性 ”证 明 见 主要 内 容 中 的 定理 2. 
. 0 全 


二 1 


例 18 设 La,pJ 上 的 连续 函数 序列 {z) 在 La ,bo 上 一 致 收 伍 于 
Zz* 证 明 :z(b) 在 La,o 上 是 连续 的 . 

证 ”因为 {z 在 La,b 约 上 一 致 收 仿 于 z, 所 以 对 于 每 个 e 之 0, 存 
在 N(e) ,使 得 对 所 有 zE [a,b, 有 |z(Go 一 zwGt)1<e/3. 

因为 xw 在 如 连续 ,所 以 存在 SG>>0, 妆 1: 一 加 1<8 时 ,有 
xn(f) 一 xw(to) | 二 e/3， 从 而 ,对 于 满足 | 一 to| 过 6 的 一 切 46 La， 
bj, 有 z 

[|z0)—zG0) lr — znC) | [zn Ct) — rw(to) | 
十 |zxw(io) 一 工 (to)| < 一 e， 
即 z( 世 在 任意 zE[a;,O] 连 续 , 因 此 z( 是 La,o 上 连续 苯 数 . 

例 19 设 R 为 实数 全 体 ,Z 是 整数 全 体 , 定 义 度量 p(x,y) 王 
|z 一 y|. 证 明 :Z 是 (R,o) 中 的 第 一 纲 集 ,但 (Z,o) 是 第 二 纲 的 : 

证 因为 ,对 R 中 任何 点 xz, 单 点 集 {z} 是 闭 集 ,其 内 部 是 空 
集 , 所 以 单 点 集 是 玖 朗 集 而 Z 是 可 列 个 单 点 集 的 并 ,因而 是 
(R,o) 中 的 第 一 纲 集 . 

在 (Z,o) 中 , 任 一 基本 点 列 必 为 本 质 上 的 常 点 集 ， 因为 ,对 
(Z,p) 中 的 基本 点 列 {x,) ,车 取 e 二 1/2, 则 存在 NN, 当 n,m 之 和 N 时， 
|x 一 zl 二 1/2， 由 xz,E2 即 知 ,zx 二 zxw. 常 点 列 显 然 是 收敛 的 ,从 
而 ,(Z,o) 是 完备 的 度量 空间 .于 是 ,(Z,2) 是 第 二 网 的 . 

例 20 利用 完备 度量 空间 必 是 第 二 纲 的 集 , 证 明 : 康 托 集 是 不 
可 列 的 . 

证 “因为 康 托 集 是 直线 上 的 闭 集 ,所 以 它 是 完备 的 ,直线 上 的 
任何 单 点 集 是 朴 朗 的 , 若 康 托 集 天 是 可 列 的 ,由 玉 一 日 tz} 可 知 ， 
K 被 表示 为 可 列 个 朴 朗 集 之 并 ,这 与 完备 空间 的 第 二 纲 性 相 也 
盾 , 故 康 托 集 是 不 可 列 的 . 

例 21 设 久 是 完备 的 度量 空间 ,{G,} 是 X 中 一 列 稠密 的 开 集 ， 


证 明 : 站 G, 也 是 X 中 的 稠密 集 . 
证 用 反 证 法 证 . 车间 G, 不 是 X 中 的 稠密 集 , 则 XNT1C' 是 非 
。57 。 


空 开 集 , 则 必 可 取得 一 非 空 开 球 5 ,使 得 3CXNT1G. 因为 3 是 完备 
的 度量 空间 , 且 5 一 5\NG, 一 U (5\G,), 而 S\NG, 是 闭 集 ， 


S\CS\G,)"= 二 SMG, 是 5 中 的 稠密 集 , 所 以 ,S\G, 是 S$ 中 稠密 开 集 
的 余 集 ,从 而 为 疏 朗 集 . 于 是 ,S 可 以 表 为 一 列 疏 朗 集 的 并 ,是 与 9 


的 完备 性 矛盾 的 , 故 门 G, 也 是 X 中 的 稠密 集 . 


例 22 设 和 是 0,1] 上 所 有 实 值 连续 函数 所 成 的 集 ， 
VY x,yE 义 ,定义 度量 z 


pz 一 | [zt)—yG)|dt，. 
证 明 :(X,o) 是 不 完备 的 度量 空间 . 


0， 0< 上 <<1/2， 
证 设 zs0) 二 mt 一 m/2，1/2 志 1 夺 1/2 十 1]/m， 
1 ， 1/2 二 1/m<=t 寺 1， 


Xn,m=1,2,.…. ozn Zi) 是 图 ].3 中 三 角形 的 面积 . 


图 1.3 


对 于 每 个 >0, 存 在 NN 二 1/e, 使 得 当 m,n 二 NN 时 ,有 


p(xns xs) = 1 |<e, 
2 | n m 
从 而 知 {z,} 是 匀 中 的 柯 西 点 列 . 
下 面 证 {zx} 不 收 仇 ， 若 TQ)EX, 有 plr;T) 一 0 (mx 一 0o0), 则 
。58 。 


pzoz) 一 | zt) zr) dt 
1/2 1/2+1/m 
-| [六 人) at) [zt)— rx) dr 
2 


+| 11—z() 1d, 
因为 三 个 积分 均 非 负 , 故 p(x, ,zx) 一 0=> 每 个 积分 趋 于 零 , 则 有 
0, 1:€ [0,1/2j, 
1, 1€ (1/2,1), 
zi) 显然 不 是 连续 函数 ,从 而 {z,) 在 和 不 收敛 , 故 民 不 完备 . 
例 23 设 (X,p) 是 完备 的 , 且 po=p/GLT+TPp) ,证 明 :(X,p) 也 是 
完备 的 . 

证 若 p(Czozo)<<e<<1/2, 则 
PTm yn ) 
1— pcm, T,) 
因此 ,车 {z,} 是 (XX,p) 中 的 基本 点 列 , 则 {zx} 也 是 (X,p) 中 的 基本 
点 列 , 且 {xz} 在 (X,Pp) 中 的 极限 与 在 (X,Pp) 中 的 极限 是 同一 的 ,所 

以 ,(X,2) 也 是 完备 的 . 
例 24 设 (X,o) 是 度量 空间 ,证 明 :(X,o) 是 完备 空间 的 充 要 
条 件 是 对 任何 单调 递减 的 闭 集 序列 {4,}, 当 A, 关 名 ,n 二 1,2,… 且 
: lim sup{p(z+,9)17,yE As}=0 


时 ,站 A, 为 单 点 集 - 
证 ”必要 性 记 
d,—=sup{prx,y) [rx,yE A),Y Xx,E A,, 
因为 当 x 之 nn 时 ,zeE4. CA 所 以 PCzoz) 委 do 而 d 一 0, 故 (7o} 
是 基本 列 
设 z 一 (2 一 co), 因 为 当 刀 2 时 ,zeE A,,A, 是 闭 集 , 所 以 


zE4omEN, 从 而 zE 几 4。 车 又 有 yE 门 4,, 则 
/ p(x, yd,, n=1,2,.. 


= 一 | 


< 20(Tn ,Tn ). 


pTm ;Tn ) 一 
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令 n co， 即 可 得 o(Cz,y) 一 0, 即 z 一 0. 
充分 性 ” 设 {zx,} 是 基本 点 列 , 对 e 二 1/2*+!, 取 n;EN ,使 得 当 
Mm>Rt 有 时, P(x,ZXm) 达 1/2"™. 不 妨 设 {ni} 单调 增加 , 作 4; = 
todzz) 委 1/2 ) ,因为 当 yE Ai41 时 ,有 
Pxa, YI EP Tn To ) 十 (zw yyJ)<1/2 ， 
所 以 4.HC4 即 (4 是 一 列 单调 减少 的 闭 集 , 且 其 “直径 ? 趋 于 


零 . 于 是 ,存在 zeE 门 4 使 得 (zuyz)S1/20zuz (co) ,从 
而 Zz, 一 TX (co). 
例 25 蔡 在 赋 范 线性 空间 XX 中 ,任何 级 数 的 绝对 收敛 总 能 得 
出 级 数 收 敛 , 证 明 :X 是 完备 的 空间 . 
证 在 X 中 任 取 柯 西 序 列 {(9.) ,对 于 每 个 &, 存 在 mr 使 得 当 
.37 时， S。 一 So | 和 1/2 .对 所 有 , 选 mri>>m, 则 人 9。)} 是 
(S。} 的 子 序列 . 令 z 一 S。 ,zz 一 9， 一 Sr 一 9 一 9 ， 则 9, 一 


之 ti, 且 
Dal <lal+tlzlt+ alt+ zl t+ 
于 是 , > zi 绝对 收 全 , 即 5S, 一 SEXX， 因 为 {5S,) 是 柯 西 序列 ,有 


|S,—S, lS,—S,, | + | 5, —S | —0. 


第 七 广 不 动 扩 原理 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 和 是 度量 空间 ,7 是 贸 到 它 自身 的 一 个 映射 , 若 
存在 数 a,0 志 a 二]1 ,使 得 对 一 切 x,yE 了 ,有 
。60。 


oTzx,Ty)<apl(zr, y), 由 
则 称 王 是 X 上 的 一 个 压缩 映射 . 

压缩 映射 是 连续 的 , 即 对 任何 点 列 x 一 zo, 必 有 了 x, 一 Tzo: 

若 荆 是 XX 到 自身 的 一 个 映射 ,车 对 zx* EX, 有 Tz’ = 二 xz" , 则 称 
x" 是 XX 的 一 个 不 动 点 . 

2. 定理 1( 巴 拿 赫 定 理 ) 在 完备 度量 空间 中 的 压缩 映射 必 有 
惟一 的 不 动 点 . 

在 定理 条 件 下 ,从 任 一 zo€XX 开始 的 迭代 序列 收敛 于 惟一 的 
不 动 点 ,其 误差 信 计 分 别 为 


pzms I) SI 一 p(zoyzi) ( 先 验 估计 )， 2) 


Pzm I) ET -PXTm-1 ) Tm) (后 验 估计 ). (3) 


3. 定理 2 设 度 量 空间 X 是 完备 的 ,y 二 Tx 是 X 到 X 的 映射 . 
如 果 存 在 nxEN ,使 得 T"zx 是 和 上 的 一 个 压缩 映射 , 则 映射 了 在 入 
中 必 有 惟一 的 不 动 点 (了 表示 并 HTz;,T2zr 表示 工 FeTT 

4. 定理 3 设 f(s) 为 a 二 ;三 b 上 的 连续 函数 ,KK(s,t) 为 正方 形 
a 委 5 委 包 a 委 :上 委 上 的 连续 函数 , 且 有 常数 M, 使 得 


| IKGt) [dM (sb), 
则 当 |4| 二 1/M 时 , 必 有 惟一 的 pgECLa,5bj 适 合 方程 
5)=f6) + KG Pde. 


5， 定理 4 设 f(zx) 是 区 间 [a,b5] 上 的 连续 函数 ,KK (zr,y) 是 二 
角形 {(zyy)1a 和 zxz 和 pa 委 y 委 z) 上 的 连续 函数 , 且 设 | 天 (zy)| 委 
M , 则 对 任何 常数 ,方程 

Hz)=f (7) + Kz, oy) dy 


在 La,6bj 上 有 惟一 的 连续 函数 解 g(x). 
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疑难 解析 


1. 怎样 理解 不 动 点 与 压缩 映射 原理 ? 

答 ” 对 于 一 个 由 集合 下 到 自身 的 映射 ,如 果 存 在 点 x" EXX， 
使 得 Tzx* = 二 zx" , 则 称 z' 为 映射 的 不 动 点 . 

一 个 映射 的 不 动 点 可 以 有 多 个 ,也 可 以 是 惟一 的 ， 在 代数 方 
程 、 微 分 方程 与 积分 方程 等 方程 的 讨论 中 ,确定 方程 解 的 存在 性 、 
惟一 性 及 近似 解 的 收敛 性 是 十 分 重要 的 .在 一 些 具体 方程 的 讨论 
过 程 中 往往 把 方程 的 解 转化 为 某 些 映射 的 不 动 点 .因此 ,研究 映射 
的 不 动 点 就 十 分 必要 了 了. 

巴 拿 赫 在 1922 年 提出 的 压缩 映射 定理 ,是 一 个 比较 简单 的 判 
定 不 动 点 是 否 存在 与 惟一 的 基本 方法 , 它 指出 :完备 距离 空间 中 的 
压缩 映射 必 有 惟一 的 不 动 点 ， 在 这 里 ,空间 X 的 完备 性 保证 了 了 上映 
射 的 不 动 点 存在 ,而 不 动 点 的 惟一 性 则 直接 从 上 映 射 的 压缩 性 得 来 ， 
与 空间 的 完备 性 无 关 . 

压缩 映射 原理 同时 给 出 了 求 不 动 点 的 迭代 法 (逐次 允 近 法 ) ,在 
完备 的 度量 空间 中 ,从 任意 选取 的 一 点 ze 出 发 ,逐次 作 点 列 xz,+1 二 
T zu 一 1,2,……, 它 必然 逼近 于 要 求 的 方程 Tz=z 的 解 . 

2. 怎样 应 用 压缩 映射 原理 证 明 方 程 解 的 存在 与 惟一 性 ? 

答应 用 压缩 映射 原理 的 关键 是 找到 适当 的 度量 空间 ,并 在 
此 空间 上 定义 适当 的 映射 ,使 得 该 映射 的 不 动 点 与 方程 的 解 相 一 
致 .这样 ,当空 间 是 完备 的 、 上 映射 是 压缩 的 时 候 , 就 可 以 应 用 压缩 映 
射 原理 . z 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 理 解压 缩 映 射 原理 ,能 判别 映射 是 压缩 映射 ,掌握 应 用 压 
缩 映射 原理 讨论 方程 解 的 存在 与 惟一 性 的 方法 . 


例 1 令 Tz=z 十 订 一 arctanz,zER, 证 明 :7 是 RR 一 R 的 映 


。 02» 


射 . 
证 设 z,yER, 则 
LT 一 737 一 2 一 y 一 (arctanz 一 arctany). 


由 微分 中 值 定理 知 , 存 在 x,y 之 间 en 


— 二 = -一 6 


故 [Tzx—Ty|<|zx—yI=>pTz,Ty)<plr, y). 
行 有 7Tz 一 z, 则 arctanz 一 本 ,显然 无 解 , 即 映射 了 不 存在 不 动 点 . 


例 2 设 X 一 [1, 十 co),T : X-X,Tz 一 二 十 二 ,证 明 :T 是 压 
缩 映射 
证 因为 


p(Tzx,Ty)=|Tz—Ty|= + | = -去 |z 一 y| 


运 广 jz 一 | 一 方 pC(zyy)， 
所 以 全 是 压缩 映射 . 

例 3 设 有 线性 方程 组 x 二 Cx 十 6b, 其 中 C= (ci;) 是 n Xn 方 阵 ,5 
= 纺 , 各 ，… 沁 并 是 未 知 向 量 ,证 明 : 若 矩阵 C 满足 sup > 1c1< 
1,1 二 1,2,… ,nn, 则 方程 x 二 Cx 十 b 有 惟一 解 . 

证 设 蕊 是 R" (或 C") ,定义 度量 

Px,y)—=max|z—y|, 


则 (XX,p) 是 完备 的 度量 空间 (证 上 略 ). 
作 上 映射 了 : X 一 ,Tx 二 Cx 十 b,x XX. 
洪 X= (Xl so""” ,Xa)!， 了 一 (y1)y2 "Yn) EXR, 


则 pCTx ,Ty)= = max | ( Do, 二 5; ) 一 | > Ciyijt ob: | ] 


<max > | cp | Sm [ci | plx,y) 


leign 


es 人 了。 


~—ap(x,y). 
而 a 一 max 2 lc 过 1 ;所 以 工 是 XX 上 的 压缩 上 映 册 ,存在 惟一 的 x* 


ER", 使 得 x* —Cx 二 bb. 
例如 ,对 线性 方程 组 


之 1 1/6 一 17/6 1/51 iz 4 
xX; | 一 1/6 1/5 172117z| 十 | 一 上， 


3 3 
> leyl=1/6+1/6+1/5, > ,|cz|l 一 1/6 十 1/5 十 1/2， 
7 一 1 j=2 


3 : 
Sesl=1/6+1/3+1/3, max > ,lcs|=13/15, 
1 lig3 -1 


所 以 p(Tx, Ty) SIsp(z,y) 
方程 组 有 惟一 解 . 
为 求 近似 解 , 先 取 xo 王 (0,0， OT ,一 Tree 一 (4 一 1， 2) ，… 
有 
1/6 ”一 1/6 1/5 4 
Xn+1= X= 1/6 1/5 1/2|x, 二 |—11!,， 
一 1/6 1/3 一 17/3 2 


即 得 一 列 收 僵 于 x* 的 近似 解 . 由 于 
站 | 一 1 一 0| ,12 一 0| 7) 一 4， 


可 以 由 p(x” ,1 ) -p(x1,xo) 求 得 误差 估计 为 


D(XnsX” ,< 57 0,20- 30x| 二 | 
例 4 设 (X,po) 为 一 度量 空间 , 当 z 天 > 时 ,了 :和 一 X 满足 
p(Tzr,Ty) 达 p(xz,y), 且 T 有 一 不 动 点 ,证 明 :不 动 点 是 惟一 的 . 
证 若 z,y 是 义 的 两 个 不 动 点 , 且 工 关 y;, 则 
px»sy)=p Tr, Ty) plzr,y) 
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古人 不 可 能 的 , 故 不 动 点 必 是 惟一 的 . 

例 S 《1) 设 了 为 压缩 映射 ,证明 :TEN) 仍 为 压缩 映射 ; 

(2) 知 2>>1,7” 为 一 压缩 映射 ,证 明 :7 不 一 定 为 压缩 映射 . 

证 (1) 设 了 是 压缩 映射 , 则 有 0 委 a<<1, 使 得 op(CTz,7y) 委 
ao(Czyy)， 从 而 

oT"rx ,Typr yy) 0A <l, 

所 以 ,7T" 为 压缩 映射 . 

(2) 设 T: R?->R’ 为 (zzz)H> (zs,0), 不 是 压缩 映射 ,但 是 
T® : (zlyZz) PP (0,0) 是 压缩 映射. 


例 6 疫 (7 12 是 组 实数 ' 清 尾 人 4 人 


] ， 1 一 1/ 


<<1 ,其 中 0;; = 0 “证明 代数 方程 组 > our 一 (1= 1],， 2， 


.对 任何 一 组 <6, be ,0b» ) 必 有 惟一 解 (zs za “To 
证 ”考察 映射 了 : R"->R",R" 为 n 维 实 欧 几 里 德 空间 , 且 


Xl b 1l—all diz 机 一 Cln 和 
My b, — ds] ] —a,» 1 s 2 
一 | .| 十 。 。 。 |， 
e . ” dnln 
I pb, — nl bs — nn—1 ] 一 C。， 站 
于 是 ,对 于 zy,yER"* ,有 


[FoCTz,Ty) 了 = > > (Ba—an) C1—y2) | 
<» 人、 (OC—aj) > (zx 一 人 


j=1 #=1 


一 二 ax)’ Lol(z,y) J]. 


从 而 知 工 是 R” 上 上 的 压缩 映射 ， 必 有 惟一 的 不 动 点 , 即 为 原 方 程 的 
解 . 
例 7 验证 方程 zx; 十 4x 一 2 二 0 在 [0,1] 上 有 实 根 ,并 用 壕 代 法 
求 出 方程 在 560,1]j 上 的 近似 解 . 
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解 ” 找 出 一 个 映射 ,验证 其 为 压缩 映射 
由 了 十 4z 一 2 一 0, 得 出 zx 一 二 (2 一 22) 作 上 映射 了 : [0,1j] 一 
[0,1],Tz= 寺 (2 一 z), 则 Y z,yE[0,1], 恒 有 
Tz—Ty|= 地 |z 一 y= 字 |z 一 yz 二 zy 十 | 生字 Iz 一 y1， 


从 而 知 T 为 压缩 映射 . 而 [0,1] 是 完备 空间 ,所 以 存在 惟一 不 动 点 . 
即 存在 EE [0,1j, 使 得 T==6, 故 6 是 方程 xz; 十 4x 一 2=0 在 [0,1] 上 
的 惟一 解 . 
令 z 一 0, 取 与 一 Tzo= 坟 zt 一 Tz 一 二 (2 一 了 3), 得 解 的 
近似 值 . 有 误差 估计 
(3/4)" 3 1 


ze zl =2X | . 


例 8( 隐 范 数 存在 定理 ) 设 函数 f(z,y) 在 条 形 域 <<<z<<b， 
一 co<y<coe 上 处 处 连续 , 且 处 处 有 偏 导数 及 (zx,y), 且 存在 常数 
mA ,使 得 在 条 形 域 中 有 
0<m 委 访 (Czy) 和 AT， (LD 

证 明 :方程 三 (zy) 一 0 在 [a ,0 上 必 有 惟一 连续 解 y= HX). 

证 在 完备 空间 CLa,6bj] 上 作 上 映射 工 , 即 
全 是 CLa,65] 到 自身 的 压缩 映射 ， 由 于 

| Tp) (zx) — (To ) (x) | 


一 mn 一直 Frym) 一 az) 十 在/ 

一 mm) 一 mm 一声 R[z,m(z) 十 gm(z) 一 mi(z)7] 
* (p(T)— (rT)) | 

<| 1 一 蚤 | 网 (z) 一 中 (z) 1， 


。 O00* 


m 、 m1 
因为 0 委 砂 委 1, 记 “一 1 一 万 , 则 0 和 < 委 1, 即 有 
Tp—To|<alpg—9|, 
得 f(r,9p(z))=0. 
例 9 设 kL(,T) 在 方形 域 S={(z,7) la 奈奈 b ,a 二 r 亿 5} 上 连 
续 , 且 max |k(i,T) |<C,v 是 Le,pj 上 连续 函数 ， 和 在 参数 A 满足 
Ig| 过 1/[C6 一 a)。C], 证 明 ; 方 程 
z=p| kltsr) rndr=vlt), IELa:p © 
有 惟一 解 zxEClLa ,5bj. 
证 令 X 一 ClLa,o, 设 映射 
(Tx)(t)=v(t)T ks rr) de, rECla,bj, 


则 TzEClLa,o ,所 以 了 为 和 上 的 映射 , 且 
OCT7y TYy) 一 max | Tx) GG) — (Ty) (0) | 


6 
委 | AH max | [gC,T) | |rzCr)— ylr) |dr 


<|p c| pc ydr 

一 |pC(G 一 a)pGCzyy) 一 ap(Czyy)， 
而 一 [wz|CGC 一 a)<1, 故 7 为 压缩 映射 . 因为 CLa,65j 是 完备 的 ,所 
以 方程 多 有 惟一 不 动 点 ,使 得 


b 
z() =v() +p| kr zdr, 1€ Cab] 


z 即 为 方程 包 的 惟一 解 . 
例 10 设 v€EC[La,5],K(i,7) 是 三 角 域 {(t,7)1a<t<b,a 志 
r<t} 上 的 连续 函数 ,上 且 |K(z,7) 1 二 M ,证明 : 对 于 任何 常数 4, 方 程 


z(t)=0() +A| Kn) zr)dr ®@ 


在 [a,6] 上 有 惟一 的 连续 吗 数 解 x(7). 
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证 定义 从 CLa,5j] 到 Cla,5] 的 映射 下 为 
Tz()=v00) + KG Dron)dr, 


由 于 三 角 域 为 有 界 闭 域 ,所 以 玉 (r) 为 三 角 域 上 有 界 函 数 , 故 存 
在 M>0, 使 得 | 天 (r)| 委 AM. 
X(t), y(t)ECLa ,bj」， 当 tE€E La ,8 时 ,有 


ITz(b 一 Ty(t) | 一 让 cepzco 一 xD]dz 
< | IKG,r) ||zCr)— yr) |dr 


|AIMG—a)p(r—y). 
可 以 用 数学 归纳 法 证 明 
(zr,y). (4) 


Tx) — Ty ZIM Ee 
[Tz Ty(t)|= 让 Ken [7T"zGr) 一 Try(r)jdr 


关中 fm 十 1 
< | Cr 一 ardroCryy 
加 [atiM"ti(t—a)"™! 
加 (2 十 1)1 pz 
今 Q, = [gl"M ee < 1] ， 
则 DT Ty)Sa pz, y). 


VY pi>0, 当 a 充分 大 时 ,有 a 二 1, 从 而 T" 在 C[a ,2] 上 为 压缩 映 
射 , 故 工 在 Cf[a,6bj]j 上 有 惟一 的 不 动 点 z(), 即 xz() 是 积分 方程 避 在 
[a ,0b ] 上 的 惟一 连续 解 . 

i, 二 工 9 

例 11 设 天 z,oD 一 | Dani 


t，it 夺 T 世 ] 求 万 程 
1 
| KCzt)ot) dt=1 


的 近似 连续 解 , 使 其 误差 不 超过 10“. 
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解 ” 因 为 K(xz,t) 在 方形 域 [0,1]X[0,1j 上 连续, 作 CT10,1]-> 


To(7x)=1 十 十 | KCr, Dd 
对 于 wwECL0O,1], 有 


| Tp Cr — Ty Cx) | 二 cp 一 wod 
1 1 
ST6max | Kr)ds 1 2 一 区 | 
l 工 2 
由 于 | KGz,Ddt 一 | tdt+| xdt=z 一 所 二 革 ， ze [0,1]， 
所 以 | Tp—Ty | < lp yl 


可 知 a= 记 <<1, 故 有 惟一 不 动 点 . 
取 % 一 0,% 一 了 "ph, 则 误差 为 
onl < la—nl 


(1/20)" _4 


_ (1/20)" 
1—1/20 


XxX], 


10 
+l/ Tl 
一] 十 而 |= + 二 | 3 十 到 |， 
lf Tl l/r 工 ， 开 
gw 一 1 十 省 | | | 3 十 下 | 
永 | 路 一 委 十 匣 一 项 
10:\15 18 120 720 
194 六 rs 


po rt 
—l+ig757 201+34001 120000 ~ 720000: 


例 12 对 于 微分 方程 
dx 
{en G 


Tto) 一 0o， 
若 .jz) 在 矩形 域 4 王 (5 工 ) | | 一 如 | 委 0， |z 一 Zo| 委 外 上 连续 , 且 
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在 4 上 关于 xz 满足 李 普 逢 效 条 件 , 即 存在 &>>0, 使 得 
[IfG,x)— f(y) [< | 之 一 y| (t,T)R(t,y)EA. 
证 明 : 初 值 癌 题 @ 有 惟一 解 zG)tE [Lo 一 Bt 十 四 ,其 中 
p<min| *, 世 ,去 |， M= max |f(t,7)|. 
证 记 C[to 一 B,to 十 Bj 为 [io 一 B,to 十 B6] 上 所 有 实 值 连续 硝 数 
: 全 体 . vy xT,yEClto 一 B,to 十 B61, 定义 度量 
PC) 一 ， _max A | ， 
则 CLzto 一 8,to 十 Bj 是 完备 度量 空间 . 设 Ap>>0 为 一 常数 , 令 
B={xEClto—B,tot+pB||p(r, ro) MB}, 
其 中 To 表示 [to 一 8B,to 十 Bj 中 和 恒 等 于 zx。 的 销 数 , 则 B 为 闭 集 ,是 完 
备 度 量 空 间 . : 
将 初 值 问 题 @ 用 等 价 的 积分 方程 表示 为 


xz 一 oo 十 | frr dr, rECL[i— Bto+p], 
定义 :BB 为 
(To) WD=zot| flrt,r(Tt) dr, XEB. 


VY TE€B, 由 于 |zx(7) 一 zo| 志 MB 过 6b,; 所 以 f(r,zT(T)) 有 定义 .又 由 
ft , 工 ) 连续 ,从 而 Tz 在 [to 一 BB,to 十 8j 上 连续 ;有 目 (Tz) (to) = xo, 


| (Tz)()—zo|= | | f(rt,TrT)) dr 


<| flrs zr)) dr 


<M|t—i|<MP, 
即 o(Tzx,zxo) 志 MB 一 TxE€B, 所 以 TT 为 B 到 自身 的 映射 . 
v zi;T2:EB, 由 于 f 满 足 李 普 希 兹 条件, 故 


| (Tz) (t)— (TX) CE -一 | [fr ra Tt))— fr, rlr)) jdr 


过 上 | [x CT)— x (7) |dr 


<k|i—io | (zs ,XT1) RPp (ze ,1) ， 
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从 而 pz 1)SROoCryy zl). 

由 题 设 8<1/&, 所 以 a 二 £8 二 1,T 是 B 上 的 压缩 映射 , 故 工 存 
在 惟一 不 动 点 xzE€ B， 此 是 积分 方程 @ 的 惟一 解 , 也 是 微分 方程 
器 的 惟一 解 ， 设 


rotibt) =zot| f (rt,x,(T) )dr, n= 二 0,],2,.…， 
则 解 z 是 {z,} 在 C[to 一 B,to 十 B] 中 的 极限 . 
dz 


gr —/ (t,x) 9 


例 13 交合 是 1 写成 积分 方程 形式 ,说 


Z(to) 一 0 
明 它 是 哪 一 类 方程 . 
(2) 证 明 : 二 阶 和 党 微分 方程 的 初 值 问 题 
| 本 -ee 
zto) 一 ZoyT (to)=x 


可 转换 成 一 个 伏特 拉 (Volterra ) 方 程 . 
解 〈1) 如 例 12, 微 分 方程 可 以 写成 


| 1/ dz 一 | 三 rzGCr))Qr， 


即 z(D) 一 zcdo) 十 | flrszCr)dr=zot| f(t,r(r))dr, 
它 是 伏特 拉 积分 方程 ， 
(2 对 方程 5 至 = At,z) 两 边 积分 两 次 ,并 代入 初 始 条 件 , 得 


xD 一 z 十 4 一 2 十 | [| fu ,zu) du |dr, 
对 | [| fu ,zu)) du |dr 用 分 部 积分 ,得 
| [| foszt)) du jar=| ce 一 Derzco)dr， 


即 z=zot io) zt+| GD fr dr, 


。 7] 。 


它 是 伏特 拉 积 分 方程 . 

例 14 设 sup > ， | ai |<1 ,证 明 :无 穷 代数 方程 组 xz;== Dasz, 

了 i=t j=1 

十 2 一 1;2,… ,对 于 任意 序列 5 二 《61,6b,,…)ED, 必 有 惟一 的 解 
一 (ZiyZzy…) 和 和 7 ， 

证 ” 作 上 映射 了 :0 一 0H, 则 对 于 

T= (xiyTs,*"*), 

有 Tz=((TX), (Tx) ), 
其 中 (Tz)i= > yayzitb, i=1,2,". 


J 一 1 


对 于 rz,yED A (XT .二 2 9 **») | (yi 9 Y2. "°° ) ;有 
Tz—Ty b= DTD T= >) | Der—y) 


<sup 2 |a;; 2 [zj—y;| 
=sup 之 ， ai, | ° | ZX™Y | ， 
因为 “一 sup 2) la 二 1, 故 TT 是 2 上 的 压缩 映射 ,从 而 有 惟一 的 不 


动 点 ,也 是 原 方 程 组 的 惟一 解 . 

例 15 设 X 是 完备 的 度量 空间 ,映射 了 : XX 一 X 满足 :在 开 球 
N(zor) (r 盖 0) 内 适合 p(Tz,Ty)<RAo(zyy),0< RE<1, 且 人 在 闭 
球 Y(zor) 一 {zlpo(Czyzo) 委 r)} 上 连续 ,po(zo,Tzo) 委 4(1 一 &A)7. 证 
明 :T 在 开 球 N(zo,r) 内 存在 惟一 的 不 动 点 . 

证 由 题 设 条 件 知 , 知 了 有 不 动 点 , 则 不 动 点 必 是 惟一 的 .下 
证 不 动 点 的 存在 性 . 

考察 以 ze 为 初始 点 的 迭代 序列 (T"z。o}, 则 

oxos TXo)REC— ER)r<kr, 
知 TzoENCror)。 又 
plxos TTX0o)Rp(ro, Tro) oTro ;TT Xo E) pr Tro) 
本 ?2 闪 


(1 十 k)(1—k)kr<=<kr, 
知 T'xo€ N(xo,r). 反 复 继续 上 述 步骤 ,可 得 
pzZo TT X01THk 二 二 Th kk)r= (1—k")kr<kr, 
从 而 T"xoEN(zo ,7), 即 
(Tzo} CN(Czor) CV (ro sr). 
所 以 {7T"zxo} 是 一 个 基本 点 列 , 收 僵 于 XX 中 的 后 XxX", 而 Xx" EE 
V (zo,?), 故 zx" 是 的 不 动 扩 . 


由 误差 估计 式 p(x* ,zo) 过 -二 p(x1,zxo) 可 得 
P(Z ,ro 和 < oCTzs ,ZSIEEl khr—hr<r, 
Pz” EN (zo,r). 
of 


例 16 设 f(z,z) 的 偏 导 数 汪 在 矩形 域 
R={(zx,y)|arRb ,cE yd) 
上 连续 ,证 明 :f 在 R 上 关于 xz 满足 李 普 希 效 条件. 
证 ”利用 微分 中 值 定 理 , 有 


fir) fdr)!= 国 [zs— Zzi|. 
因为 杞 在 R 上 连续 , 故 在 闭 域 R 上 守 有 界 , 即 存在 M0, 使 得 


VY (zy)ER, | 并 |<M, 从 而 可 知 ,f 在 R 上 关于 满足 李 普 希 兹 
条 件 . - 
例 17 设 F 是 n 维 欧 几 里 德 空 间 中 的 有 界 闭 集 ,T 是 下 到 目 
身 的 映射 ,有 旦 满足 :Y x,yEF, 当 Xz 关 y 时 , 必 有 p(Tz,Ty) 二 
p(x,y) ,证 明 : 映 射 TT 在 下 中 必 有 惟一 的 不 动 点 . 

证 ”此 例 是 例 4 的 特例 . 

任 取 zxoEF, 作 zz 二 Tzxo,z, 二 了 "zo, 则 由 题 设 可 知 , (PCzasy Za+l) 
是 一 单调 递减 有 下 界 序列 , 故 limp(xs，zat1) 生 在 - 又 F 是 有 界 闭 
集 , 所 以 {z,} 必 有 收敛 子 列 {z,}， 不 妨 设 zx, 一 x" , 则 Tz 一 Tx"， 
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PCTZ Tx’) =limp(z, » Tz» ) =limp(Tz, ;TTr, )) 
=po(Tzx* ,Tzx* ),， 
从 而 可 知 Tzx* = 二 =x". 
茬 X 二 Xx",TY' 二 x , 则 
PCZ ,TX =oTZz” ,Tr')<po(r’ ,rx ). 
但 这 是 不 可 能 的 ,从 而 在 正中 不 动 点 惟一 
例 18 证 明 ; 在 数学 分 析 中 , 迁 代 z=g Cz,-1) 收 全 的 一 个 充 
分 条 件 是 g(x) 有 连续 导数 , 且 
: |g' (x) |<<a<=l. 
证 ”由 数学 分 析 中 拉 格 朗 日 中 值 定 理 
lgCz)—g(y)|=|g' (8) | |z 一 y| 委 az 一 y| 
知 ,g 是 RR 上 的 一 个 压缩 映射 .依照 压缩 映射 原理 , 知 迭 代 工 ,= 
g(xs-1) 收 钱 . 
例 19 已 知 方程 f(x) 二 0, 要 求 其 允 近 数值 解 , 可 将 方程 变换 
为 z+ 二 g(x) 的 形式 , 选 一 初始 值 zo 并 计算 zx 二 g(r-1) 2 一 1,2， 
设 g 在 某 区 间 J= 二 [zo 一 r ,zo 十 rj 上 有 连续 导数 ,并 在 了 上 满足 
gz 委 a<1， |g(ro) ~—zo| (a)r, 
证 明 :z=g(Cz) 有 惟一 解 , 且 和 迭代 序列 {zo} 收 敛 于 此 解 , 其 误差 个 
计 分 别 为 


zz 一 zxn| 过 a"”r ( 先 验 )， 1z 一 ze| 委 和 | za 一 zw_1| (后 验 ). 


证 由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 
|g(z) 一 gCy)|1 一 |g (11z 一 > 全 alzyy|， 
其 中 在 x,y 之 间 , 又 |g(zo) 一 zo 二 (1 一 a)r. 由 例 20 知 ,g 在 J 上 
有 惟一 不 动 点 x, 即 z= 二 g(x) 是 方程 的 解 , 且 迭代 序列 {zx,} 收 合 于 
此 解 . 由 主要 内 容 2 中 误差 信 计 式 @、 @@ 得 


px,zm) SI -plzo, 1) <a” r=—> |Xx— zn|=a™r, 


| 一 zn | 了 | Tom 一 吃 玫 一 ,| . 
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例 20 设 7 是 从 完备 度量 空间 X 一 (X,6) 到 其 自身 的 映射 . 了 
一 {tzlp(Czzo) 魏 ”} 是 和 中 一 个 闭 球 , 若 T 在 Y 上 满足 p(Tz,Ty) 声 
ap(X,y),0 二 a 二 1, 且 p(xo;TZxo) 过 (1 一 a)r 成 立 证 明 : 和 迭代 序列 

Xo TI 一 了 Zoo 一 了 Zi 一 To 过 一 了 Troy 

收敛 于 荆 在 Y 中 的 惟一 不 动 点 XxEY. 

证 ”只 需 证 明了 将 了 映射 到 Y 即 可 . 

由 题 设 知 ,Y yi1,y:EY, 有 

p(Tyis Tys)Sap(yi,y), OSa<l. 

又 由 p(zoTzo)<(1 一 a)r, 则 Y yEY, 有 

p(zoTy) 委 DCzoyTzo) 十 DT ro Ty) (1 一 a)7 十 apCzoyy) 

委 (1 一 a)7r 十 ar 一 7 

故 TyEY, 即 全 将 Y 映 至 Y. 由 X 的 完备 性 与 Y 是 闭 的 知 ,Y 是 完 
备 的 ,从 而 依 压 缩 映 射 原理 ,命题 得 证 . 

例 21 设 .Fz) 为 实 值 范 数 , 且 在 La,5] 上 具有 二 阶 连续 导数 ， 
zz 是 f(z) 在 (a,5) 上 的 单 零 点 . 证明: 用 下 面 牛顿 方法 定义 的 迭代 


加 加 f(x,) 
Tat1— 8 (Tr) TI 一 万 (Zz ) 


在 工 的 某 邻 域内 为 一 压缩 映射 . 

证 由 题 设 f(z)==0, 则 依 微 分 中 值 定理 ,有 
[f(z)|=|f(z)—f(z)|= | ||z—z|<R |z zl. 
因为 z 是 f(z) 的 单 零 点 , 故 存 在 zz 的 某 闭 邻 域 N;C(a,65), 使 得 
户 (z) 天 0, 且 户 (z) 连 续 . 因此 , 户 (z)VL 广 Crz) 二 在 Ni 上 有 界 . 于 
是 ,VY zENi, 有 


[fF x) | 
[Lf Cx) 


当 |z 一 x| 二 1/ (2k&k2) 时 ,|g' (xz) | 二 1/2. 令 
N,= {xz||zx—z|<=<1/(C2kk,)}, N=N {\N.,, 
可 得 出 ,g 在 z 的 某 一 邻 域内 为 一 压缩 映射 . 


lg (2) 1= hf 2) hk lr) 
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第 八 节 ”致密 集 与 紧 性 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 X 是 度量 空间 ,A 是 X 的 子 集 . 独 A 中 的 任何 点 
列 必 有 在 关中 收 钙 的 子 点 列 , 则 称 A 是 (X 中 的 ) 致 密集 (或 列 紧 
集 )， 和 震 和 X 自身 是 致密 集 , 则 称 X 是 致密 空间 . 

致密 集 有 以 下 性 质 : 

(1) 有 限 点 集 是 致密 集 ; 

《2) 有 限 个 致密 集 的 和 集 是 致密 集 ; 

(3) 致 密集 的 任何 子 集 是 致密 集 , 因 而 任何 一 族 致密 集 的 交集 
是 致密 集 ; 

(4) 致 密集 的 闭 包 是 致密 集 ; 

(5) 致 密集 中 的 基本 点 列 必然 收 化. 

定理 1 nn 维 欧 几 里 得 空间 R”" 中 的 有 界 集 必 是 致密 集 . 

2. 定义 2 设 4 是 度量 空间 关中 的 点 集 ,B 是 4 的 子 集 . 千 存 
在 e 汪 0, 使 得 以 B 中 各 点 为 心 的 e- 开 球 全 体 覆 盖 A: UOz,e) 
4, 则 称 B 是 4 的 一 个 e- 网 . : 

若 V e>>0, 点 集 4 总 有 有 限 的 e- 网 (zi ,x2，,… ,Xz,)CXX, 则 称 A4 
是 完全 有 界 集 . 

定理 2( 毫 斯 道夫 (Hausdorff) 定 理 ) 度量 空间 中 的 致密 集 4 
必 是 完全 有 界 集 ， 在 完备 空间 中 完全 有 界 集 是 致密 的 . 

致密 集 是 有 界 集 . 

推论 ”度量 空间 中 一 个 点 集 4 是 完全 有 界 集 的 充分 必要 条 件 
是 :4 中 任何 一 个 点 列 必 含有 基本 的 子 序列 . 

定理 3 设 X 是 度量 空间 , 若 在 和 中 的 每 个 完全 有 界 集 都 是 
致密 集 , 则 X 必然 是 完备 的 . 

定理 4 完全 有 界 集 是 可 分 的 , 即 其 中 含有 有 限 的 或 可 列 的 实 
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密 子 集 . 

3. 定义 3 设 E 是 a 三 x 三 5 上 的 一 族 连续 晴 数 ,ECCLa,6bj」， 
若 Y se>0, 6 汪 0, 使 得 VY xXx,x'E[a,5], 当 |zx 一 x' | 过 6 时 ,对 EE 中 
每 个 函数 都 成 立 |f(z) 一 f(z')| 二 e, 则 称 E 是 等 度 连续 的 酉 数 族 . 

定理 5 ClLa,6] 中 有 界 的 等 度 连续 函数 族 必 是 致密 集 . 

定理 6 ClLa,6bj 中 的 致密 集 必 是 等 度 连续 的 有 界 集 . 

定理 7 空间 必 中 的 集 E 成 为 致密 集 的 充 要 条 件 是 EE 为 有 界 集 ， 


目 Y e>>0,3 n.EN ,使 得 对 一 切 x 二 {zi}EE, 成 立 >) |zx11?<e 
=n 二 1 


4. 度量 空间 中 的 致密 闭 集 称 为 紧 集 . 

致密 的 度量 空间 又 称 为 紧 空 间 . 

定理 8 设 4 是 度量 空间 X 中 的 紧 集 ,多 是 X 中 的 一 族 开 集 . 
若 多 履 益 A * ot 由 0 了 4; 则 必 有 多 中 的 有 限 个 开 集 O1,0O:，…,O， 
履 盖 4 : UOD4 

定理 8 又 称 有 限 覆 盖 定 理 . 

定理 9 设 4 是 度量 空间 X 中 的 点 集 , 如 果 X 中 每 个 覆盖 A 的 
开 集 族 中 必 有 有 限 个 开 集 覆 盖 4, 则 4 是 紧 集 . 

紧 集 具有 主要 内 容 1 中 致密 集 的 性 质 (1) 至 性 质 (4). 

5. 定理 10 设 D 是 紧 集 ,f 是 D 上 的 连续 映射 , 则 DD 的 像 E= 
了 f(D) 也 是 紧 集 . 

度量 空间 X 上 的 连续 映射 必然 把 致密 集 映 射 成 致密 集 . 

度量 空间 X 中 的 紧 集 D 上 的 连续 函数 必然 有 界 , 而 且 上 、 下 
确 界 可 达到 . 

紧 集 上 的 一 对 一 的 连续 映射 必 是 拓扑 映射 . 

6. 定理 11 设 X, 是 ” 维 的 赋 范 线性 空间 ,el,e:,…，,e, 是 X, 的 


一 个 基 ， 则 必 有 正 数 c: 9C2 ,使 得 对 入。 中 的 每 个 元 工 一 之 re 9 成 立 


DE < <lzl<oa( Plat)™, 
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自 映射 : (Cziyza，… Te) 之 ae 是 2” 维 欧 几 里 德 空间 R" 到 又， 
的 拓扑 映射. 
推论 ” 设 在 有 限 维 线性 空间 义 , 上 定义 了 两 个 范 数 1 gl 和 
yi; 则 必 有 常数 M>0 及 KK 汪 0, 使 得 对 于 任何 一 点 JEXX,, 成 立 
Klyl< ly <Mi yl. 
定义 4 设 开 是 一 线性 空间 , 此， 站, 和 外。 |* 是 在 和 上 定 
义 的 两 个 范 数 . 若 存 在 正 数 cc 和 c;, 使 得 对 每 一 点 XEX, 有 
ollzls< | zl se; zx);, 
则 称 范 数 | 外 “小 和 | 外 “。 :是 等 价 的 . 
推论 。 有限 维 赋 范 线性 空间 是 完备 的 . 
推论 ”任意 赋 范 线性 空间 的 有 限 维 线性 子 空间 是 闭 子 空间 . 
定理 12 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 任何 有 界 集 是 致密 的 . (任何 
有 界 闭 集 都 是 紧 集 . ) 
引 理 ( 黎 斯 (Riesz) 引 理 ) 设 4 是 赋 范 线性 空间 X 的 闭 子 空 
间 , 和 且 4 关 叉 ,; 则 Y e>0 (e<1), 必 存在 和 中 的 单位 向 量 zo， 是 zo | 
二 1 ,使 得 : 
plzo, A)=inip(ro, 7)>e. 
定理 13 车 赋 范 线性 空间 X 是 无 限 维 的 , 则 X 必 有 不 致密 的 


有 界 集 . / 
定理 14 赋 范 线性 空间 是 有 限 维 的 充 要 条 件 是 它 的 任 一 有 界 
闭 子 集 都 是 紧 集 . 


疑难 解析 


1. 紧 集 与 相对 紧 集 有 什么 不 同 ? 
答 ” 相 对 紧 集 即 主 要 内 容 1 中 所 述 致密 集 ( 或 列 紧 集 ). 车 4 
是 度量 空间 X 的 一 个 子 集 ,4 的 闭 包 是 X 中 的 一 个 紧 集 , 则 4 称 
为 X 的 相对 紧 集 ， 从 而 可 知 : 
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紧 集 一 定 是 闭 集 , 一 定 是 相对 紧 集 ; 

相对 紧 集 不 是 闭 集 时 ,不 是 紧 集 . : 

紧 集 与 相对 紧 集 有 许多 相同 的 性 质 ( 见 主要 内 容 1 中 致密 集 
的 性 质 (1) 至 性 质 (4)), 也 有 一 些 不 同 的 性 质 ( 如 性 质 (5)). 

在 完备 的 度量 空间 中 ,相对 紧 性 可 利用 集合 的 完全 有 界 来 确 
定 , 即 :度量 空间 X 中 的 相对 紧 集 必 是 完全 有 界 的 ,X 中 的 完全 有 
界 集 4 必 是 相对 紧 集 . 

而 度量 空间 X 的 子 集 4 是 紧 集 的 充 要 条 件 是 :4 的 每 一 个 开 
覆盖 均 有 有 限 子 覆 关 . 

2. 怎样 理解 等 度 连续 概念 ? 

答 ” 读 者 在 理解 等 度 连续 概念 时 ,要 注意 不 要 与 数学 分 析 中 
函数 的 一 致 连续 相 混淆 ,尽管 它们 定义 的 形式 有 些 相 似 . 

数学 分 析 中 的 一 致 连续 是 对 一 个 函数 而 言 的 .对 定义 在 工 上 
的 函数 ,车 Ye>0, 则 38=S(Ce) 二 0, 使 得 Yi,z ET 只 要 
1z' 一 zx” | 过 8, 就 有 1/ (zx ) 一 f(x”) | 过 e, 则 称 函 数 请 在 1 上 一 致 连续 . 

泛 函 分 析 中 的 等 度 连续 是 对 一 族 函 数 而 言 的 . 设 E 是 4X 志 
b 上 的 一 族 连续 函数 ,ECC[a,5j, 若 V e>0, 3 =S(Ce) 二 0 使 得 
Y zznE [asb1, 只 要 [x' 一 zl 二 6, 对 EE 中 每 个 函数 都 有 
f(z ) 一 f(x") 过 e, 则 称 E 是 等 度 连续 的 肖 数 族 . 注意 ,这 里 的 f 
指 E 中 的 每 个 函数 ,而 不 是 其 中 的 一 个 函数 ,“ 等 度 ” 反 映 了 E 中 各 
个 函数 的 连续 程度 是 同等 的 . 

有 了 等 度 连 续 条 件 , 可 以 帮助 我 们 判别 连续 函数 空间 的 致密 
性 ， 如 阿尔 赞 拉 - 阿 斯 考 利 (Arzela-Ascoli) 定 理 指出 :ClLa ,6 中 操 
集 4 是 致密 集 ( 相 对 紧 集 ) 的 充 要 条 件 是 4 为 有 界 集 且 为 等 度 连续 
的 函数 族 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 着 重要 理解 完全 有 界 集 . 相 对 紧 集 (致密 集 )、 紧 集 的 概 
念 ,能 够 判定 某 些 具体 点 集 是 否 完全 有 界 集 .相对 紧 集 、 紧 集 . 
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例 1 设 有 二 ,者 e, 二 《0,0,]1 0, ,0),A= 二 (ea 之 1) ,证 
一 一 和 一 


明 :4 不 是 紧 集 . 

证 ”对 于 任何 m 关 nn, 有 上 上 e。 一 ep 二 V2. 车 取 且 = 
Ole,,1/2), 则 {B,,n 宇 1} 是 A 的 开 改 盖 , 但 其 中 不 包含 任何 有 限 子 
覆盖 4. 

虽然 4 是 站 中 的 有 界 集 , 且 4 中 不 存在 柯 西点 列 , 故 4 又 是 闭 
集 . 但 是 ,事实 说 明 有 界 闭 集 不 一 定 是 紧 集 . 

例 2 说 明 下 列 空间 不 是 紧 空 间 . 

(1)R"; (2)C"; (3) 离散 度量 空间 . 

解 ” 只 需 举 出 一 不 满足 条 件 的 实例 即 可 . 

在 题 (1)、(2) 中 ,集合 {n} 是 R" 和 C” 的 子 集 , 但 没有 任何 收 全 
的 子 列 , 故 不 是 紧 空 间 . 

在 题 (3) 中 ;,X 中 存在 无 穷 序 列 {z,), 当 zz, 关 Zn (nn 关 mx) 时 ， 
pCzayXTm) 二 1 ;所 以 {zx,}) 不 可 能 有 上 收 钙 的 子 列 , 故 不 是 紧 空间 . 

例 3 证 明 :R" 中 点 集 4 是 相对 紧 集 的 充 要 条 件 是 A 为 有 界 
集 . 

证 ”主要 内 容 2 中 的 定理 2 已 经 给 出 ;任何 度量 空间 中 的 相对 
紧 集 必 是 有 界 集 . 

下 证 充分 性 . 设 4 是 R* 中 的 有 界 集 , 任 取 A 中 一 个 点 集 {x,}， 
证 明 {x,} 含 有 收敛 的 子 点 列 (z,?,7T,T, 且 XE 4. 

用 反 证 法 证 . 设 {z;} 无 子 序列 收敛 于 A 中 的 元 , 则 Y x€ 有 4， 
| rs >0 和 nz: EN ,使 得 O (x ,7) 站 {x ,Nn >nzr) 二 0. 因为 员 OCz rz) 
4, 则 由 紧 性 定义 ,存在 有 限 多 个 元 T19X 23 … ,Xr，3 使 得 
UOCziisrs) 卫 4. 但 当 m>>max {ngsns… sng} 时 ,OCz! ,74) 站 
{Xsn 宇 m} 二 名 ,从 而 

(zn>m}=AN {zn>m) CUOG rN (zn2m}=g, 


推出 矛盾 . 
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例 4 ” 证明: 空间 Lr[0,1] (1 二 p 二 避 ) 中 的 集合 4 是 相对 紧 集 
的 充 要 条 件 是 满足 下 列 两 个 条 件 . 


(1) 存在 常数 K, 使 得 V zc 4, 有 xz <K, 即 | 1zC) ds 
Ks’; 
(2) Y s>0, >0, 使 得 当 0<A<6 时 ,有 站 z 一 世上 二 s, 即 
1 17 
[| mp 一 GD1dj “<es 对 一 切 zE 4 成 立 


证 ”充分 性 ”对 每 个 固定 的 h, 考 察 A; 二 {zi|hE A}， 因为 A 
CCL0,1j, 则 由 条 件 (1), 有 


| zn C2) 1 | zs) dj Mi | da 


=[ 去 ) “(Jz tas) 1/8 
] 1l/p 1 1/p 1 i/p 
< 页 | (jist) <( 吉 ) * 
从 而 知 AAA 是 有 界 的 . 再 由 条 件 (), 当 0 和 1 二 t' 志 1 时 ,有 
， 1 1 二 记 3 f 十 下 ( yd 
| za Cf ) 一 z= 去 || zc :一 | x s)ds 


i/g 


1 # 十 由 qd | 人 Jd 
-去 || zx) 3 -一 S$)ds 


[十 有 2 一 
| zlas+| zs) lds| 
t+ Ah- i 所 


1 1/p 
| | lz ds 


故 A 又 是 等 度 连续 的 .由 主要 内 容 3 中 的 定理 知 ,CLa,6] 中 有 苍 
的 等 度 连续 函数 族 必 是 致密 集 , 从 而 4 是 CL0,1] 中 的 相对 紧 集 . 
由 于 C[0,1] 中 的 收敛 点 列 按 Z[o,1] 的 度量 也 是 收敛 的 , 故 4 也 
是 Lr[0,1] 中 的 相对 紧 集 . 
由 条 件 (2),VY se 之 0, 可 取 户 ,使 得 对 一 切 zE4 有 PCzyza)<e/3 
成 立 . 由 上 面 证 明知 ,对 取 定 的 h,As 完全 有 界 . 设 {zx ,zh 4 | 
. S81 . 


` 故 4 是 完全 有 界 的 ,从 而 是 相对 紧 的 . 


是 A 的 去 -网 ， 因为 ,Y zE 4, 有 zi€E 4, 所 以 可 取 到 v,1 志 vk, 使 


得 p(x ,TA ) 之 e/3, 即 {Xin ,Th ,XA } 是 4 的 有 限 e 网 . 于 是 
PCZZ 和 PCZyZ) 十 PCZhy TH Tor TD)<e， 
必要 性 ”由 A 的 相对 紧 性 可 知 4 是 有 界 的 , 即 条 件 (1) 是 必要 
的 . 


因为 4 是 相对 紧 的 , 则 Y e>>0,3 有 限 的 与 -网 B， 从 而 对 每 个 


ZEzZio,1j, 存 在 连续 函数 wp, 使 得 p 与 z 在 ZLo,1] 的 度量 意义 下 
任意 接近 , 且 可 取得 pg(0) 二 gp(1)==0, 使 得 9 可 以 连续 地 延 拓 到 
[0,1j 之 外 ,而 在 50,1]j 外 水 数值 处 处 为 零 . 于 是 , 设 B 即 为 此 连续 
函数 组 成 , 即 B= (zz ,x,) ,zt 均 为 连续 函数 , 故 当 hh 一 0 时 ， 
有 


] fts ] ft 
(rzoxG)= 吉 | ,Dds= 玄 | ac+9d 
一 Ttt 十 b) 一 Zi (0 和 安 191 一 17)， 
Vt1EL0,1j],k 二 1,2,…,n 一 致 成 立 . 
这 样 ,V e>0, 9>0, 使 得 当 0<A<G 时,p(Czo)uyzt)<<e/3， 
k=1,2,' ,nNn. 
县 YzE4, 取 ziEB CI 和) ,使 得 p(X,Ti) 二 E/3, 从 而 当 
0<<h<6 时 ,有 
p(xo ;Tp(ro , (TE)E) +p((r)s » Th) 十 p(x ) 工 ) 


<2pz1,7) + p(T) < Set Se 
所 以 条 件 (2) 也 是 必要 的 . / 
例 5 证 明 : 序 列 空间 X 中 的 无 穷 子 集 4 为 紧 集 的 必要 条 件 
是 :存在 数 v,v,,… ,使 得 对 于 所 有 的 x 二 {&(z)}E A, 有 |[&Cz)| 


< 前 


证 用 反 证 法 证 . 设 条 件 不 成 立 , 则 存在 一 个 尺 ,, 对 于 每 个 
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EN 有 ze4, 使 得 16 (xz,) 1 二 mm- 

因为 ,由 xz, 一 x 一， (za 6 (7), 1&8 (zr.) |>nj, 而 
{zx,} 不 可 能 有 收敛 的 子 序 列 ， 这 与 4 的 紧 性 相 矛 盾 . 

例 6 设 (X,p) 是 度量 空间 ,证 明 :X 为 紧 空间 的 充 要 条 件 是 . 
对 久 中 的 任意 一 族 闭 集 {F144E€ 4A}), 若 其 中 任意 有 限 个 FF; 的 交集 
都 为 非 空 集 , 则 0 F, 也 必 为 非 空 集 . 

证 必要 性 设 (X,Pp) 为 紧 集 的 度量 空间 ,如 果 {Fi14E€ 4) 是 
X 中 的 一 族 闭 集 , 且 其 中 任意 有 限 个 F, 的 交集 非 空 ,要 证 由.F; 也 
非 空 . 

用 反 证 法 证 . 设 月 屎 一 纪 , 风 

和 一 和 站 天 一 日) 
由 于 XNP: 是 开 集 , 则 上 式 说 明 {X\Fi|XE A} 是 X 的 一 个 开 覆 益 . 
由 XX 是 紧 空间 知 ,存在 有 限 的 子 种 盖 , 使 得 X 一 U(X\F,), 从 而 


ZG=X\U XNF = OP 
这 与 题 设 任意 有 限 个 ,的 交集 非 空 巴 盾 , 故 1F 也 非 空 
充分 性 ” 设 {G:14€ 4A} 是 覆盖 X 的 一 个 开 集 族 , 要 证 其 中 有 
限 个 G 覆盖 了 XX. 
设 X 一 UG;, 则 多 一 X\ 忆 (XNGn). 因为 {XNG41XE A} 是 关中 
的 一 族 闭 集 , 则 由 题 设 , 必 有 由 CXNGA) 一 纪 , 于 是 
X=XNDCXNG)=UGu， 
即 X 的 任何 开 覆 盖 必 有 有 限 个 子 覆 盖 , 从 而 义 是 紧 集 . 
例 7 设 X 是 离散 度量 空间 ,ACX. 证 明 :4 为 紧 集 入 A 为 
有 限 点 集 . 
证 充分 性 设 4 为 有 限 点 集 , 则 4 必 为 紧 集 . 
必要 性 ”用 反 证 法 证 . 设 4 为 无 限 集 , 则 必 有 可 列 了 于 集 
(21 ,Ts,，,…}, 且 其 中 元 各 不 相同 . 当 mn 时 ,2Czn，Zn) 一 1, 从 而 
es 3 。 


(zi 无 收敛 子 列 ,这 与 4 的 紧 性 矛盾 , 故 4 必 为 有 限 集 . 

例 8 设 X 是 紧 度 量 空间 ,!4,)} 为 X 中 一 列 非 空 闭 集 , 且 4, 忆 
4.D…4.3… 证明, 六 4. 六 弛 

证 任 取 ca.E4., 则 {a)C4 所 以 必 有 收敛 子 列 ， 设 子 列 
(as) 收 急于 a. 

V nEN,I K ,使 得 k 放 KK 时 ,nn 之 n, 则 当 k 放 KK 时 ,a E 4。 CC 


4,, 从 而 <cE4 一 ae N 4。 , 即 NA. 


例 9 设 XX=[0,1]U {2,3,…},p(zx,y) 二 |x 一 y|, 其 中 zx,y€ 
X, 判 断 :(1)X 是 否 完备 ;(2)X 是 否 可 分 ; (3) 是 否 完 全 有 界 ; 
(4)X 是 否 紧 空间 . 

解 (1)X 是 完备 的 . 因为 [0,1j] 和 {2,3,…} 分 别 是 Ri! 的 两 个 
闭 子 空间 , 故 关 在 R' 中 是 闭 的 ,而 R 是 完备 的 ,所 以 X 是 完备 的 . 

(2) 和 是 可 分 的 ,因为 [0,1] 中 的 有 理 点 全 体 与 {2,3,…} 的 并 
在 X 中 稠密 . 

(3)X 不 是 完全 有 界 的 ,因为 完全 有 界 集 必须 有 界 , 显 然 蕊 无 
界 ， 

(4) 叉 不 是 紧 的 ,因为 紧 集 必 须 是 完全 有 界 的 ,但 由 题 (3) 知 XX 
不 是 完全 有 界 的 . 

例 10 证 明 : 忆 [0,1] 中 的 集合 


A={f|f(zx)= > ansin2nnr, Dn |a ,| 入 1) 
n= 1] n=] 


是 紧 集 . 
证 对 f/fEA, 有 
1 ~ 1 1 
Ai 讽 
设 {fi} CA,f (x) = > Jar sin2nrz, 
we 


取 (f4} 的 一 列子 列 如 下 : 
。84 。 


{fi} ;使 得 {a } 是 收 钱 数列 ，; (fe) ;使 得 (ai ， } 是 收敛 数列 3 。 


蕊 8 一刀 8 一 帮 ，， 
并 记 gi(T) = Db sin2nnz , 
n=】] 
~ 1 
则 | gs—g: | < > 6 —b,,) +2 > 
有 一 1 nN 


因此 lim gs 一 gr 二 0. 由 于 LL9,1j] 完 备 , 故 可 取 g€ 1480,1j， 
使 得 
| gp—g 一 0 (po0). 
再 设 gz) 一 > busin2nrz， b= limb,.. 
从 而 对 任何 N, 有 


oo ~N 
> bl = lim 之 oo 5, 1 委 1， 
mn 一 】 n=] 


得 > nib,| 志 1, 即 gE€4, 故 A 是 紧 的 . 


n=1] 


例 11 设 芭 为 赋 范 线性 空间 ,A 是 和 中 的 有 界 集 ,证 明 :4 是 
完全 有 界 集 <>V e>>0, 有 限 维 空间 XeCX, 使 4 中 每 个 点 与 XX。 
的 距离 都 小 于 *. 

证 必要 性 设 A 是 完全 有 界 集 , 则 VY E>0,4 Xi, Xz ,XT 
E 4, 使 得 UN (zi,e) 汪 4. 记 XX. 二 span {zi ,zy 和 yu 则 式 。 是 有 

pr, XSmin(z, ri) <e. 

充分 性 ” 设 Ve>0,3 有 限 维 空间 鲜 y,CX, 使 得 Zz€ 4 时， 
Pp(z,Xo) 达 Ee/2， 则 取 

B 一 {y|yE Xs, 存 在 TE A,p(zx,y)<e/2}. 
因为 4 有 界 , 所 以 互 是 Xp 中 的 有 界 集 , 故 是 相对 紧 集 . 


设 {y4,y2，… ,yo}CB 是 B 的 二 -网 ,要 证 它 也 是 A 的 e- 网， 
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因为 VY XE A, 必 有 yEX。s ,使 得 p(xz,y) 二 ef/2, 故 yE€EB. 于 是 ， 

存在 1 二 i 二 ,使 得 plCy,yi) 二 e/2, 从 而 
pT» YI)EP Ty) py ,Yi) Ze, 
故 A 是 完全 有 者 集 . 

例 12 设 A 是 度量 空间 XX 的 子 集 ,证 明 ;A 是 完全 有 界 集 <> 
VY e>>0 和 BCA, 当 B 中 任何 两 点 的 距离 均 不 小 于 e 时,B 必 为 有 
限 集 . 

证 ”必要 性 设 4 是 完全 有 界 集 , 则 V e>0,3 有 限 个 点 ai， 
aav, 使 得 ACNCave/2). 当 忆 中 点 多 于 4 个 时 , 则 至 少 在 
某 个 N(xzi,e/2) 内 含有 B 中 两 个 点 ,这 两 点 的 距离 必 小 于 *#. 

充分 性 ” 设 Y e>0 和 BC4,B 中 任何 两 点 相距 不 小 于 e, 则 8B 
必 为 有 限 集 . 设 B= {61,5:,… ,5b,), 即 Ye 之 0, 可 取 到 有 限 集 B, 使 
得 Y TE 4,3 6:EB, 有 p(xz;,6;) 过 se. 也 就 是 B 为 4 的 有 限 e- 网 ,从 而 
4 是 完全 有 界 的 . 

例 13 设 X 是 度量 空间 , 若 X 中 的 每 个 完全 有 界 集 都 是 相对 
紧 集 ,证明 :X 是 完备 度量 空间 ， 

证 ” 设 {z,} 是 X 的 一 个 基本 点 列 , 则 VY se>>0,3 NEN ,使 得 当 
mn 这 NN 时 ,o(Czoyz)<e， 这 时 ,{(zyz……zv) 构 成 {zo} 的 有 限 
e- 网 ,从 而 和 是 完全 有 界 的 . 

由 题 设 知 , {zx,} 又 是 相对 紧 集 ,存在 收敛 子 列 , 而 有 收敛 子 列 
的 基本 列 必然 收 钱 ,从 而 知 X 是 完备 度量 空间 . 

例 14 设 忒 ,7 是 两 个 度量 空间 ,映射 : X>Y, 证 明 :f 是 连 
续 映 射 全 对 X 中 任何 紧 集 4,f1。: 4 一 了 是 连续 的 . 

证 ”必要 性 是 显然 的 . 

充分 性 ” 设 点 列 {zx,}CX,z 一 To€EX, 记 A 二 {zs1n 二 0,1,2， 
…}, 则 A 中 任何 点 列 必 有 收敛 于 ze 的 子 列 , 故 A 是 中 的 紧 集 . 
由 题 设 知 ,f1。: 4>Y 是 连续 的 , 即 f(zx.) 一 f(zo). 说 明 对 任何 工 ， 
一 zo; 均 有 f(z) 一 f(zo) (n>o0), 从 而 ff :XY 是 连续 的 . 
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例 15 设 X 是 紧 度量 空间 ,{f,} 是 X 上 的 一 列 实 信 连 续 函 数 . 
奉 (1 单调 , 且 广 在 和 X 上 点 点 收 伍 于 连续 函数 产 证 明 :( 太 )} 在 开 
上 一 致 收 伺 于 上 
证 设 {f,} 满 足 题 设 条 件 , 作 
As={r|f, C7)— fr) Fe}, n=1,2,.,， 
因为 f, 一 f 是 XxX 上 连续 函数 ,所 以 4,. 是 闭 集 . 设 {f,} 单 调 减 少 , 则 


4 汪 4: 汪 … 汪 4, 汪 …， 又 由 {/) 点 点 收 化 于 了/, 易 知 门 4, 一 2 
因为 X 是 紧 度 量 空间 ,由 例 6 知 ,3 NEN, 使 得 但 4, 二 2Y. 记 


hu 一 必 4. 即 hv 一 Anwtt 一 …… 一 节 , 从 而 当 z>N 时 ,f(z) 一 f(z) 
<e 对 一 切 xEX 都 成 立 ,; 所 以 {f,) 在 人 上 一 致 收 钙 于 了. 

{f,} 单 调 增 加 时 可 类 似 证 明 . 

例 16 设 和 ,了 均 为 度量 空间 ,f : XY 是 单身 ,证明 :f 是 连 
续 映 射 的 充 要 条 件 是 f 把 XX 中 的 任 一 紧 集 映 为 Y 中 的 紧 集 . 

证 ”连续 映射 必然 将 紧 集 映 为 紧 集 , 故 必要 性 是 显然 的 . 

充分 性 ” 设 有 单 射 将 X 中 任 一 紧 集 映 为 Y 中 的 紧 集 , 帮 (x,) 
是 由 互 不 相同 的 点 组 成 的 点 列 , zs 一 ze (2 一 coe) 且 ze 和 关 zo 看 
limf(z) 和 存在 ; 则 必 有 limf (zx,) 二 (zo)- 因为 {zo,ziyzzy…} 是 紧 
集 ,由 题 设 知 , {f(zxo) ,f(z1) ,f(zxs),…} 也 是 紧 集 , 则 

limf (x) € {fzx,) [n=0,1,2,."}. 

用 反 证 法 证 Lim (zx) = f (x0). 设 limf (zw)=f (rs) ,天 天 0 而 
(zz yi) 仍 是 紧 的 , 则 .Frzo)7Cz) 7 CCZe1D)， 
f(zi41),… 也 是 紧 的 , 故 

f(r) E{f Cx) |n=0,1, km—1,k+ 1). 
这 与 了 是 单 射 的 假设 矛盾 ,从 而 必 有 limf (zs) 二 (zo). 

由 上 述 证 明知 ,车 {zx,} 是 一 列 点 , 且 xz, 一 Zo Cn 一 oo), 则 

(f(z,)} 的 任何 子 列 必 有 收敛 子 列 , 其 极限 为 (x6) ,从 而 Lim (z,) 
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二 f(zo), 即 /在 点 zo 处 连续 . 

例 17 人 设 X,Y 是 度量 空间 ,X 是 紧 的 ,T : XY 是 连续 的 双 
射 , 证 明 :TZ 是 一 同 胚 ( 如 果 一 个 连续 的 双 射 了 : X 一 了 ,其 道 映射 
是 连续 的 , 则 称 工 是 一 个 同 胚 ). 

证 设 M 是 XX 的 任意 闭 子 集 , 则 由 站 的 紧 性 知 ,M 也 是 紧 的 . 
又 由 连续 映射 定理 ,了 (CAM) 是 紧 集 ,又 M 是 和 中 的 有 界 闭 集 , 则 由 
第 二 节 例 8 可知,T"! 是 连续 的 , 故 TT 是 一 同 胚 . 

例 18 设 X 是 度量 空间 ,AM 是 和 的 紧 子 集 ,T : M 一 R 是 连续 
映射 , 则 工 在 MM 上 有 最 小 值 和 最 大 值 . 

证 ”由 连续 映射 定理 知 ,TCM) 是 R 中 的 紧 集 . 又 由 系 性 定理 
知 ,;T(M) 是 有 界 闭 集 . 因此 ,infT (CM)、supTCM) 存 在 , 且 infT CM) 
ET(OM) ,supT(M)ET(OM), 即 存在 x1.E€M, 使 得 infT(M) 二 Tz， 
存在 zx: EM, 使 得 supT(M)= 二 Tzi, 从 而 得 Tz 在 M 内 zi ,zz 处 分 别 


取得 最 小 值 和 最 大 值 . 
例 19 设 (X， ,Pi) 是 度量 空间 ,(X， ,;, D2) 是 紧 上 度量 空间 . 主义 1 XX 
X: 上 规定 


pT1sT2)» Cyisy2)) =—=max pr y1), Pa Tz, y2)) 

又 设 f 是 XX 到 X; 的 映射 . 证 明 : 了 是 连续 映射 <G(7) 二 
{Cz,f(z))|xEX1} 是 (Xi1XXi,P) 中 的 闭 集 . 

证 ”必要 性 ” 设 f: 久 ,一 Xi 是 连续 映射 ,VY (zo,y0) EGC 有 )， 
取 一 列 (x,,，f 了 (x,))EG(f), 使 得 p(x f(T)), (royyo) 一 0《 人 7 一 
ceo)， 因 为 和 X, 是 紧 的 , {f(z,)}) 是 义 ; 中 点 列 , 故 必 有 收 人 铺子 列 , 设 
FFCz ) 一 人 由 于 (zz )) 一 (Zoyyo) (一 oo)， 禾 了 一 Toy31 一 
yo- 又 由 了 的 连续 性 , 必 有 二 limf (zs) 二 f(zo), 从 而 (zosy0) 一 
(zeoy jzo)EGC ,所 以 GCC 门 是 和 XXX 中 的 闭 集 . 

充分 性 ” 设 G(f 有 ) 是 苹 ,XX; 中 的 闭 集 , (x,}CX1, 且 Xx 一 zoE 
久 ln 一 oo). 由 X: 是 紧 空 间 知 , {f(z,)}) 必 有 收敛 子 列 {f (zx, )}) 一 
yo, 于 是 (zx, ,f(z )) 一 (Czoyyo)(E-~>co)。 又 由 于 G(f) 是 闭 的 , 故 
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(xoyyo) EGC 有 ), 即 yo 二 f(zxo). 因此,{f(zx,)} 的 任何 收 合子 列 均 收 
敛 于 y， 又 {7z)) 的 任何 子 列 均 有 收敛 子 列 , 故 lim f(x,) 二 y= 
f(zo); 即 在 天 中 任 一 点 zo 是 连续 的 . 

例 20 设 (X,p) 为 紧 度 量 空间 . 若 f : 一 和 是 没有 不 动 后 的 
连续 映射 ,证 明 : 存 在 常数 玉 盖 0, 使 得 p(Cz,jz)) 之 天 对 一 切 zEX 
同时 成 立 . 

证 ” 作 了 基 上 的 上 映射: x 一 pl(z,f(z)). 由 f 的 连续 性 项,T 古 
连续 的 ;又 由 X 的 紧 性 知 ,T 能 达到 最 小 值 ， 不 妨 设 K=in{f{Tx|zx 
EX)} ,显然 , 久 >0 的 充 要 条 件 是 了 没有 不 动 点 . 

例 21 设 M 是 L:[a,5j] 的 一 个 子 集 , 证 明 :MM 是 相对 紧 集 的 充 
要 条 件 是 

(1) 平 均一 臻 有 界 , 即 存在 常数 C ,使 得 


| lz lidar, rEM; 
(2) 平 均等 度 连续 , 即 Y e 汪 0,3 8>0, 当 | 站 < 时 ,有 
| ze+ 记 一 GD de<e， EM, 


其 中 ,iE[La,oj 时 ,zt 三 (0. 

证 “必要 性 设 MM 是 相对 紧 集 ,又 是 L[a,5] 的 子 集 , 依 定理 
2,M 必 是 有 界 集 . 

因为 M 相对 紧 , 则 Y e>0. 取 M 的 忆 - 网 zzi…yzoy 再 取 
>0, 使 得 汝 | 着 < 时 ,有 


忆 1/2 
(| zit th) — zl) 12dt < Ye 


9 1 二 1],2,.… y1。 
VY zxEM, 取 1 志 i<n, 使 得 上 x 一 zi 二 Ye /3, 故 
/2 
(flzari) oz hd) 
| b 172 pb 172 
<|| Iz G+h)—zilt+h) lrdi| 二 (| [zit+h)— x(t) | dt 
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+|[| law -zw hd) <vE, 
即 平均 等 度 连续 . 

充分 性 ”利用 例 4 的 结论 ,对 于 h>>0, 记 z,(1) = 去 | zndt. 
设 M 满足 题 设 条 件 , 则 


6 6 h 2 
| [z(t) — zx) [dt =| 去 | zt) zdr dt 
1 b nn 2 
yy (| ze+D 一 zldr di 


prh 
< 元 | [xzG+r)— z(t) |drdt 
2h ay — 


1 h 6 
=- 二 | (| zi 十 z) 一 ZCt) | ddr<<e ， 


即 eoCzoz)<e, 故 M 是 相对 紧 的 . 

例 22 设 M 是 (一 oo,o0) 的 子 集 , 证 明 :M 是 相对 紧 集 的 充 
要 条 件 是 : 

(1) 平 均一 臻 有 界 , 即 存在 常数 C ,使 得 


| ze |:dt 寺 C, rEM; 
(2) 平 均等 度 连续 , 即 Y e 汪 0,3 6 汪 0, 当 |h| 汪 >6 时 ,有 
| lzce+ 记 一 zG@ [dz<e, TEM:; 
(3)Y e>0, 存 在 数 4 ,使 得 
|izeopat+| zold<e 


证 必要 性 ”条件 (1)、(2) 的 证 法 同 例 20. VY s>0, 取 AM 的 


< 网 saysm 和 4>0, 合 得 


一 2 E 
(| +| | zt 1:dt<—， 1 一 ],2,*** ,nNn, 
— eo | 4 


则 Y zEM.， 可 取 zzx;, 使 得 上 zx 一 zi 二 ve /2, 于 是 
se OO 。 


| | 二 上 [x(t) la] 
<lz-al+|(| +/ )iawha| <ve, 
即 条 件 (3) 是 必要 的 . 

充分 性 ” 设 条 件 (1)、 2) 满足 Y se 二 0, 取 满足 条 件 (3) 中 的 
4, 并 记 M4 二 {fc_a.w1|fEM}), 则 Mi 是 M 的 ve -网 . 由 条 件 (1)、 
(2) 及 例 20 的 结论 ,Ma 是 相对 紧 的 . 

因为 度量 空间 相对 紧 的 充 要 条 件 是 VY e>0 存在 相对 紧 的 
e- 网 ,所 以 由 Ma 相对 紧 即 可 得 出 M 是 相对 紧 的 . 

例 23 设 C(T) 是 紧 度 量 空间 TT 上 复 值 连续 函数 全 体 ,Y zxzE 
CT), | xz 一 max |z (2) | ,MCC(CT) ,证明 :AM 是 CC(T) 中 相对 紧 
集 的 充 要 条 件 是 

(1) 存 在 常数 C ,使 得 V xE€E M, 有 Dz 志 C; 

(2)Y e>>0;3 6G>0, 使 得 Y xEM, 当 p(t1,ti) 过 6 时 ,有 

|zG) 一 Zi)1<e， 

证 ”必要 性 设 M 是 相对 紧 的 ,所 以 M 是 有 界 的 , 即 条 件 (1) 
是 必要 的 . 

V e>0, 必 有 对 的 二 -网 zz:,…yz' 因为 连续 ,所 以 有 gr>0 
(V= 二 1,2,…,k), 使 得 当 poG,t) 过 6y 时 ,有 |z( 世 一 zG)| <e/3， 
V=1,2,… yk. 取 5 二 min{61,6,, 司 64};, 则 VY XEM, 只 要 t,t 满足 
It 一 #' | 过 8, 就 有 |x0() 一 x ) | 过 es. 

因为 对 于 xEM, 存 在 1 二 V 二 上 ,使 得 p(x,xzv) 二 ef/3, 所 以 

| 工人 (7 一 工 Gtz) | 
rm—rv (0) | 二 |rv C(t) —zrv (#2) | |zv (ts) — zxv (ti) |<e, 
即 条 件 (2) (等 度 连续 ) 是 必要 的 . 

充分 性 ” 设 M 满足 条 件 (1)、(2), 则 由 C(T) 的 完备 性 ,只 需 证 
M 完全 有 界 . 

Y e 汪 0,; 由 条 件 (2), 存 在 6 汪 0, 使 得 对 p(ti,ts) 二 6 时 ,有 
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iz() 一 x(t;) | 二 ef/3. 再 利用 C(T) 的 紧 性 ,用 有 限 个 半径 为 6 的 小 
球 履 盖 M, 从 而 证 得 1M 是 相对 紧 集 . 

例 24 设 (CXi,o) 是 度量 空间 , (X;,p:) 是 紧 度 量 空间 ,在 

XiXXs* 上 和 定义 

p(XisT2) yy )) 一 maxCoCzyy)y oryyz))， 
又 设 了 是 Xi 到 X; 的 映射 ,证 明 ;f 是 连续 映射 的 充 要 条 件 是 :Gjy= 
((z,f(z))|xEX1I} 是 (Xl1XXX,,P) 中 的 闭 集 . 

证 必要 性 因为 映射 了 :XI 一 和 连续 ,所 以 ,可 对 任何 
(zoyyo) EG/ 取 点 列 (x,，f(zs))EGy, 使 得 p((zx, f(z,)), (zo, Yo) 
一 0 (2 一 co). 因为 {f(z,)} 是 XX, 中 的 一 点 列 , 而 X: 是 紧 的 ,从 而 存 
在 收敛 子 列 . 不 妨 设 六 z 0) 一 说 因为 (zy CCzoD)) 一 (Zoyyo) 《AR 一 
co) ,所 以 了 一 zoy yi 一 yo 由 于 了 是 连续 的 ,从 而 有 

yo=limf (zx, ) = (xo). 
于 是 得 出 (zoyyo) 一 (xzoy fx0)) EGY,) 
Ep Gy 是 (XXX e) 中 闭 集 . 

例 25 证 明 : 序 列 空间 $S 中 的 无 穷 子 集 NM 为 紧 的 必要 条 件 是 : 
存在 数 v,v,，… ,使 得 对 于 所 有 z= {&i(zx)}EM, 有 |&(7) [vi 

证 ” 设 条 件 不 成 立 , 则 必 存 在 一 个 &,V nEN, 有 xz,E€M, 使 得 
|é&. Cx) |>n. 

因为 zu 一 Z=>6(z) 一 6 (Z)， 而 | Cz) 全 2 所 以 人 zs 个 
可 能 有 收敛 子 列 ,与 M 紧 矛 盾 . : 

可 以 证 明 , 这 也 是 M 为 紧 的 充分 条 件 . 
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第 二 草 ”线性 有 界 算 子 


第 一 六 ”线性 算 子 与 线性 泛 函 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 4 是 实数 域 或 复数 域 , 和 ,了 是 域 4 上 的 两 个 线 
性 空间 ,D 是 XX 的 线性 子 空间 ,了 是 DD 到 Y 中 的 一 个 映射 , 若 
V XxX,yED 及 数 a,PE A, 有 

T(art+pBy)=alTzxz+pbTy, 

则 称 T 是 线性 算 子 ,DD 是 T 的 定义 域 , 记 做 DC(T), 也 记 做 绝 (T). 
集合 TD={Tzx|x€ED} 称 为 了 的 值 域 , 记 做 R(T), 也 记 做 统 (T). 
当 RCT)CAh, 称 7T 为 实 的 (或 复 的 ) 线 性 涝 函 . 

2. 定理 1 设 T 是 赋 范 线性 空间 XX 到 赋 范 线性 空间 Y 的 线性 
算 子 .车 TT 在 茶 一 点 zoED(T) 连 续 , 则 在 DLT) 上 处 处 连续 . 

定义 2 若 算 子 了 将 其 定义 域 中 的 每 个 有 界 集 映射 成 一 个 有 
界 集 ,就 称 7 是 有 界 算 子 . 不 是 有 界 的 算 子 称 为 无 界 算 子 . 

定理 2 设 了 是 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 线性 算 
子 , 则 下 述 命题 等 价 : 

(1)T 是 有 界线 性 算 了 地; . 

(2) 存 在 常数 M 之 0, 使 得 YV zE 和 有 站 7z1 委 对 上 zi; 

(3)T 是 连续 的 线性 算 子 . 

3. 设 卫 ,了 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,7T 是 和 一 了 的 有 界线 性 算 
子 , 则 称 

人 O03 


| Tz | 
T=s 
IT sup Tzl 


为 算 子 了 的 范 数 . 

有 界线 性 算 子 的 范 数 是 有 界 的 . 

对 于 有 界线 性 算 子 了 ,有 

外 Tz 委 关 下 zz， xzE€EX, 

且 1 一 sup， | Tz = ,sup, Tz. 

4. 线性 算 子 7 有 界 <>7 是 连续 算 子 . 

定理 3 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,了 是 各 上 线性 泛 函 , 则 了 是 连 
续 的 充 要 条 件 是 了 的 零 空 间 M= {zx1f(x) 二 0} 为 X 的 闭 子 空间 . 

5. 定理 4 设 勾 ,Y 是 赋 范 线性 空间 ,B(X 一 Y) 是 XX 到 Y 的 有 
界线 性 算 子 全 体 , 则 BC(X->Y) 按 通常 的 线性 运算 及 算 子 范 数 成 为 
赋 范 线性 空间 . 

定义 3 设 民 是 赋 范 线性 空间 ,将 X 上 的 连续 线性 泛 函 的 全 
体 记 为 X* , 义 * 按 通常 的 线性 运算 及 泛 函 的 范 数 构 成 一 个 赋 范 线 
性 空间 , 称 为 蕊 的 共 斩 空 间 . 

6. 定理 5 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,7 是 巴 拿 赫 空间 , 则 
B(X—>Y) 是 巴 拿 赫 空间 . 

定理 6 赋 范 线性 空间 的 共 罗 空 间 是 巴 拿 赫 空 间 . 

7. 设 基 是 赋 范 线性 空间 ,又 是 代数 . 如果 其 中 元 罕 的 乘积 满 
足 1 zy 上 声 上 Bzj1 ly ， 则 称 生 是 赋 范 代数 .完备 的 赋 范 代数 称 
为 巴 拿 赫 代数 

定理 7 当 X 是 巴 拿 赫 空 间 时 ,BC(X 一 Y) 是 巴 拿 赫 代数 . 

定理 8 设 筷 是 巴 拿 赫 空 间 ,4EB(X 一 X), 则 已 (X 一 和 ) 中 一 
切 可 与 4 交换 的 算 子 全 体 记 为 Ua4,U4 是 BC(X 一 久 ) 的 子 代数 . 

定理 9 设 TEB(X-> 久 ), 则 极限 

lim YET i YP. 
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疑难 解析 


怎样 理解 线性 算 子 概念 ? 

答 ”数学 分 析 中 研究 的 R( 或 R 子 集 ) 上 的 实 值 函 数 ,是 从 它 
的 定义 域 到 R 中 的 映射 . 在 泛 函 分 析 中 ,把 向 量 空间 到 向 量 空间 的 
映射 称 为 算 子 ,而 线性 算 子 是 保留 了 问 量 空间 两 种 代数 运算 的 算 
子 , 如 : 

(1) 设 和 X 是 向 量 空间 ,映射 7 : zh>z 是 X 上 的 恒 等 算 子 ,7 是 
线性 算 子 . 

(2) 设 是 向 量 空 间 , 上 映射 O: zh*9 是 零 算 子 , 零 算 子 是 线性 
算 子 . 

(3) 设 Pla,5j 是 [a,6j] 上 所 有 和 多项式 组 成 的 同 量 空间 ， 


T : z() 于 是 微分 算 子 ,是 忆 [a, 执 上 的 线性 算 子 ， 


COTzG) 一 | (ndr 定 义 一 个 从 C[a ,的 到 自身 的 线性 算 子 ， 
称 为 积分 算 子 . : 

(5)TzQ)=tzQ) 是 Cla,b] 一 ClLa, 刀 的 线性 算 子 . 

(6) 一 个 mm 行 n 列 矩 阵 4= 二 (a;;) 通 过 

y 一 4zZz 一 (人 ER"y 一 07) EGR” 

定义 的 算 子 了 : R"~>R” 是 线性 算 子 . 

线性 算 子 有 许多 和 良好 的 性 质 ,是 今后 研究 的 主要 对 象 . 但 要 注 
意 ,在 不 同 的 空间 ,如 赋 范 线性 空间 、 巴 拿 赫 空间 、 希 尔 伯 特 空间 上 
线性 算 子 有 些 性 质 是 不 相同 的 . 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 首先 是 辨析 概念 ,对 线性 算 子 、 线 性 泛 孙 有 所 了 解 , 能 证 

明 一 些 算 子 是 有 界线 性 算 子 .其 次 是 对 赋 范 线性 空间 线性 算 子 的 

范 数 有 所 了 解 ,能 求 一 些 较为 简单 的 范 数 ， 对 线性 泛 函 问题 ,应 对 
* QnNe。 


其 连续 性 与 有 界 性 有 所 掌握 . 
例 1 证 明 : 从 R 到 R 的 下 列 算 子 
Ti : (i,é) P80), Ts: (6€2) > 0,8), 
Ta: (6 6) P28), T,: (66) > (re ,ré,) 
均 是 线性 算 子 ,并 从 几何 上 予以 解释 . 指出 T),T;,T, 的 定义 域 . 值 
域 和 零 空间 . / 
证 ”容易 验证 ,对 于 Tl1,7T,,7';,T, 有 
T(ar+pbBy)=aTzri+pbBTly, Xx,yED, a,bEA 
成 立 ,; 所 以 T),T;,T;,T, 均 是 线性 算 子 . 
(1)T 是 (5 ,后 ) 到 二 轴 的 投影 ,DT 一 R: ,RCIT 一 与 轴 ， 
零 空 间 NCT)= 怠 轴 . 
(2)T, 是 (&1,&,) 到 &, 轴 的 投影 ,DC(T,) = 二 R’,R(T,)==&, 轴 ， 
零 空间 N(T)=& 轴 . 
(3)T, 是 (6&,6,) 关 于 直线 所 二 6 的 反射 ,D(T,)= 二 R?,R(T,) 
一 R’, 零 空间 NN(T)== 原 点 . : 
(4)T, 是 (1,6,) 是 一 个 相似 变换 . 
例 2 ” 设 了 ,多 分别 是 向 量 空间 X,Y 的 问 量子 空间 ,TT : XY 
是 线性 算 子 ,证明 :六 (VD) 与 TY) 均 是 向 量 空 间 . 

证 (1)V ,meETI), 3 zyzEy, 使 得 册 王 Try 一 
Tx， 由 于 V 是 向 量 空间 ,zi 十 pzzEV.， 又 了 是 线性 映射 ,所 以 
ayi 二 Bys=aTzri+pPITzr=T (art Br) ETV), 

故 T(OV) 是 向 量 空间 . 

(2)Y Ti,T2ET- I(W), 有 Tr 一 yEW,TZx: 二 yeEW. 由 于 W 
是 向 量 空 间 ,TT 是 线性 映射 ,所 坟 

T(azi+Bzrs)=aTr+BTr: EW, 

即 ari+Bri€ET-!(W), 
故 T-!(W) 是 向 量 空间 . 

例 3 设 了 是 线性 算 子 ,证明 : 

(1) 值 域 R(T) 是 向 量 空 间 ; 
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(2) 奉 dimD(T)==n 达 0, 必 dimR(T)<n; 

(3) 零 空间 NN(T) 是 向 量 空 间 . 

证 (IDV yy,y:ER(T),a,BEK,I Xx1i,xzED(T), 使 得 y= 
Tx, Y= 1 x2. 由 于 D(T) 是 向 量 空间 , 故 czli 十 BzEDGCT)， 从 而 工 
《azi 十 Bxz)E R(T). 因为 T 是 线性 映射 ,有 

T(azrii+pBzr)=aTrtpbTzr=ay py, 
所 以 ayi 十 By: ER(T), 即 R(T) 是 向 量 空间 . 

(2) 若 在 R(T) 中 和 任 取 n 十 1 个 向 量 y,ye，… ,yn+ti; 则 D(T) 中 
必 存 在 xz ;Xx2，… ,Xn41; 使 得 y= 二 Tx, yz 二 了 zy Yat 二 了 Xntl: 由 
题 设 dimD(T)==n, 故 {Xx1,Xz，… ,Xr+t1) 必 线性 相关 ,从 而 有 不 全 为 
零 的 数 o ?C2? ”9Cn 十 1 ,使 得 az 十 azrz 十 …… 十 ao+ize+i 一 必 由 工 是 线 
性 的 , 且 T0=0, 故 

Taiz 十 aszz 十 十 on+iza+i 一 ai 十 ay 十 十 an+lya+l 一 0 
上 且 yyz，… ,yu+ 1 是 线性 相关 的 ,因此 依 定 义 , 有 dim 民 (TD) 委 m 

(3)Y zi,zzEN(T), 有 TZzl=90,Txs 二 9, 故 VY a,BEK, 由 TT 是 

线性 的 ,有 
T(axrii Br:)=aTrit+BIzr:=0, 
即 axi 十 BxzENCT), 从 而 知 NN(T) 是 同 量 空间 . 

例 4 设 K(s,t) 是 [a,5]X[a,5] 上 二 元 勒 贝 格 平方 可 积 函 数 ， 

空间 L[a,b] 上 的 算 子 人 定义 为 


(TDD=| KG DXG)ds, EL[a,bj, 
证 明 : 荆 是 L[a,6] 一 L*[a,6j 的 有 界线 性 算 子 , 且 有 
brie /2 
Iris 人 (| ge hasd) . 


证 Vv rEL[a,b|, 把 zx 视 为 [a,65j]X[a,5j 上 的 二 元 可 积 限 
数 , 则 函数 尺 (s,t) 叉 (s) 是 二 元 可 测 的 , 且 有 


IK (Gt) XC) <3 Kt) | 十 | 和 Cs)12) ， 


所 以 , 玉 (G ,1X() 是 二 元 可 积 的 . 依 实 变 函 数 的 富 比 尼 和 定理 ,积分 
。g7 。 


Tr 


| KG DX 存在 ,从 而 (Tz) 0) 是 : 的 可 测 函 数 . 
利用 赫 尔 德 不 等 式 可 得 
[Tzx) Cr) :<| (IK(s,) :as| [xs) ads. 


由 题 设 条 件 可 关 , 上 式 右 端 是 上 的 可 积 函 数 , 从 而 左 端 函数 也 是 : 
的 可 积 消 数 , 即 TxrE€EL[a,6bj]. 
容易 验证 , 算 子 T 满足 线性 性 . 而 


| | (Tr) 0) ra<| | IK Cs,2) :dsaz| [Xs) [ds, 
re 
即 Tz ‘<|| IKCGst) [2dsdt » lz?. 


从 而 证 得 HTH<([ |i, leasas) . 


算 子 了 称 为 希 尔 伯 特 - 许 密 特 型 积分 算 子 . 
例 5 设 在 元 (一 co,co) 上 定义 算 子 


(TX) =| e“zx(t)di, XELI(—00,00) , 一 co<<s 所 oo， 


证 明 : 荆 是 (一 0 ,oc0) 到 C( 一 oo ,co) 的 有 界线 性 算 子 . 
证 ”由 积分 性 质 ,T 的 线性 是 显然 的 .而 


| ez (2)dz | 


1 Tz =supl (Tx) (ss) | 一 sup 


<| lzwld= lzl. 


从 而 知 了 确 为 到 (一 cocoe) 到 C( 一 ccce) 的 有 界线 性 算 子 . 
例 6 设 天 ( ;5) 是 [a ,bX [a ,0 ] 上 的 二 元 连续 函数 ,在 CULa ,0 
上 定义 


TaD=| KG zs)ds, 
证 明 :T 是 CLa,5j 到 ClLa,5j 的 有 界线 性 算 子 ,和 且 
Tl =max| [KGs,t) |d;s. 


es OO8 。 


证 ”由 题 设 条 件 与 含 参 变量 积分 的 连续 性 知 ， | KGpzcod 


是 i 的 连续 函数 , 故 TzECta,p. 由 积分 性 质 ,7 的 线性 是 显然 的 . 
下 面 求 了 的 范 数 . 


| Tz| =max| KG Dz dsl<max| IKGsst) lds* zl 
所 以 171<max| IKG,plds 
又 | IKGp1ds 是 : 的 连续 函数 , 故 3 xmE [a, 扫 , 使 得 
| [KG ,to) las=max| GD Jds. 


1， Kl(s,to) 0,， 
TG “sen Kl(s,to)=0, 


—1， K(s ,to) 二 0， 
则 zo 是 [a,6] 上 可 测 录 数 ,有 


rb 而 
| |K Csst0) ds 一 | K (Gs,t) zxoCs)ds. 


车 记 M 一 max |K(s,to) 1 十 1, 利 用 鲁 金 定理 , 取 xz,€ECLa,bj. 使 
| nn | < 1, 且 


6 
| [zo(s)—Zza(s) 1ds 委 17/ (nM), 
b b ， 
则 | KGssto)zoGs)ds 一 | Kl(s,to)x, Cs)ds 
pb 
<| IK G0) lr) —z) ld 
b 
max |K(s,to) | [zo ls) — x Cs) ds 二 
b 8 
于 是 | IK(s ,to) | ds =| K(s,to) rols)ds 
<| Kd Lr) —z,s) ds 
+| Kl(s,to) ra, (Ss)ds 
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< 二 十 Tz 有 才 志 十 上 TT， 


从 而 知 max| IKG,t) ds Th. 
与 前 面 结 果 综 合 , 即 得 
171 =max| [KG las 
例 7 设 在 L[0,2xj 上 定义 


加 
(Tz)(z)= 去 | 2 


证 明 : 工 得 ro 3] 中 的 无 耻 为 单位 国 (j| 二 1) 内 的 解析 函数 设 
4， (bp<1) 为 在 (|z| 委 2) 内 解析 , 范 数 为 上 > | 一 max|y(z) | 的 复 
负数 构成 的 赋 范 线性 空间 , 则 了 是 [0,27j 到 A 的 有 界线 性 算 
了 了 、 

证 易 证 A, 是 赋 范 线性 空间 . 

下 面 证 对 于 xE€1[0,2xj ,Tz 在 (iz| 过 1) 中 解析 . 设 |zo| 天 1， 
当 > 一 ”2 时 ,有 

(z)— (Tx) (zo) -| 2 z(t)er " 


cidt, EL!'i0, 2x |， 


之 一 QZ0 去 | a 
_1 | T(t)e” _ zt)e’ 
29x A | 
1 ] 
< 去 |。 [x02) | 一 1 一 zez 1 一 ze 由 一 0. 
所 以 知 了 zz 是 解析 的 . 


VY p<<1, 取 ao>>0, 使 得 当 zE (lz| 志 Pp) 时 ,有 |11 一 ze'| 宇 a 二 0， 
则 对 zzEGZIL0,2r |], 有 


| Tx =—max [T(x) (2) | 一 Inax 
11 和 p 


去 | rx(t) 
3x) Te 


< lzl， 


oxa 
故 工 是 [0,27j 到 4, 的 有 界线 性 算 子 . 
例 8 证 明 : 有 界线 性 算 子 T : X 一 Y 的 值 域 RCT) 在 Y 中 不 一 
。100。 


定 是 财 的 . 


证 令 y, (nm) Ti, 一 (6 ) 6” 一 7 则 zx,E Zi” ， 
> 二 VV; 一 一 一 一 一 产 一 一 一 ,yrE R(T). 而 y= 


(n+)VI 方 
(7;)E R(T), 但 是 ,由 于 z= 二 (6)) EA, 所 以 yE RCT). 即 R(T) 在 Y 
中 不 一 定 是 闭 的 . 
例 9 设 X 是 由 所 有 个 实数 有 序 组 所 组 成 的 癌 量 空间 .了 是 
由 r 个 实数 有 序 组 全 体 所 组 成 的 向 量 空间 . r Xn 和 矩阵 4 二 (ai ) 定 
一 个 从 久 到 Y 中 的 线性 算 子 , 设 Z 是 所 有 rrXn 实 和 矩阵 所 组 成 的 
同 量 空间 . 省。 | ’ | ” i， |: 上 ;分别 是 ,YY ,2Z 上 的 范 数 . 
如 果 14zjs 委 上 41 zl，* 则 称 上 站 与 上 人 站 


相 容 ,证 明 :由 | 41 一 syp， -二 定 义 的 范 数 ‖ 。 | 与 


上。 小 ,1。，。 1: 相 容 . 这 个 范 数 称 为 上 ，| 上 与， 上 ;定义 的 自 
然 范 数 . 若 取 |‖z| :一 max | 65 ,|| > 2 一 maX | 7 证明: 上 自然 范 数 
为 


| 4 | 一 max > ， lax|. 
J k=1 
证 ” 先 证 第 一 个 论断 ， 因 为 
14z 1 一 max| Danéi|Smax Dylanxl maxl6| 
7 二 1 7 k=1 


一 | 41 zli, 
所 以 , 1 4z 和 妥 14bzl 即 上 .1 与 上 站。 1 。 | 相 容 . 
再 证 第 二 个 论断 ,由 外 4z1: 和 141 。 1 zh， 得 


sup- es ‖ Al 到 使 得 立 ) |ax1 是 最 大 值 的 1 一 ， 令 必 一 


(5 ), 且 


0 |as | /as, CAx 天 0， 
4 一 
0， 02 一作 
. 101 


| Azo 1 
= Azoll =ma ] GE 
Tz hr mg | Zo 


z = Zlaxl= Al. 
如 果 选 


lz 一 > 和 6， yl :一 > ,171， | 4 一 max 之 /|ox| ， 
7 一 1 k=1 J 一 1 
则 | 4zz | =D)| Dant| < 2 2 onlls! 
j=1 k=] t=1 j=1 
入 max 之 ,lan| ” > | 和 | 一 | 4 ji 
j=1 k=1 


例 10 设 无 穷 矩阵 (az) 满 足 sup 之 ， la | <co , 作 疡 到 ”中 的 


算 子 如 下 : 知 
Z 一 (名人 0)， yy 一 ( 力 )720)， {z=y, 


则 = > ai， 1 一 ], 2. 
j=1 


证 明 : | 下 二 SUP > ,lasl. 
i j=1 
证 ”因为 


| Tz | =suplyl=sup| Dai Ssup 2 lasl zl 
i : j=1 ' j=1 


所 以 I 时 编 | <sup > 1asl. 
又 Y e>0, 可 取 到 数 &, 使 得 
D2 lasl>sup > tasl—e 


取 zx 一 (6 和) 其 中 6 二 sign(ai;) ,于 是 ， | -二 | 二 1, 且 
*。 102 。 


| Tz | =sup | Dk, = > las|. 
1 二 1 
因为 | Tz | = 一 | 下， | xz | => I 采编 | >sup > lasl—e. 
+ 7 一 1 
令 e->0, 则 IT | 守 sup > qasl. 
I j=1 


综合 两 不 等 式 即 得 上 工 一 sup 之 ， |aij|. 


例 11 设 无 条 阵 Ga) 满足 > au 四 <, 二 十 二 一 1 
作 忆 到 上 (1< <co) 的 算 子 如 下 : 若 z= (6 和 6),， 则 了 >z 王 
(7 7) ,其 中 也 一 > ;证明 :T 是 有 界线 性 算 子 . 

证 由 (271%w1? ) 


) 


- Sn Msn 


-(5(D 5 (Sel ) 


可 知 ,TEB(U?—L?)， T 是 有 界线 性 算 子 . 

下 面 求 了 的 范 数 . 一 种 是 直接 求法 ,如 前 面 例 6 与 例 10 中 的 那 
样 ， 要 证 明 | 开外 =AM( 数 ), 由 玫 三 | = SUP ， 上 Tz 中 ,一 方面 证 明 
对 一 切 单位 向 量 z(| zj 一 1) 有 1 下 Tz| 委 AM 另 一 方面 ,又 设法 
取 一 特殊 的 ze, 使 得 | zj =1, 而 上 7Tzo| = 三 M, 另 一 种 求法 是 对 
范 数 作 一 个 估计 . 

例 12 在 空间 上 ,YYZz 一 (zz yr) 定义 上 z= 
max |zs| ;在 空间 ,VY y 二 (yi,y2，… ym) 定义 上 ye 二 max |y:|， 
且 上 映射: 2 一 2" 与 mXn 和 矩阵 4 一 (ai) 对 应 求 上 区 路 . 

解 ” 设 y= 二 Tz, 则 


| Tz | = max |y = max | > 
EE j=1 


<( mor 2 lol) (mes lnl) 


=( max Dl 1) Wz， 
从 而 上 下 一 Sup ， | Tz <max lal 


又 设 lel = me Pel EE 


lm 


取 x 中 二 (x 人 9， so see Zi) 其 中 zz 一 signai ) 则 上 ze 人 一 1 而 


171 > Tr 1 = mx Da = >) loi 


= me 2 esl, 
综合 两 不 等 式 即 得 | 了 | — max >) lasl 
例 13 定义 了 :Co>L, 当 Tzr=y,7X== (zn) 时 ,yy 二 (mi, 
gzs，"…), 其 中 a EB,a= >) lw 一 ce , 求 I | 
解 ” 易 证 T 是 线性 的 . 义 


| Tz -Dor Del |( sup |z, |) 1) =all zl,， 
所 以 [TH <e= Dle.l. 


上 
又 中 E>0,4 数 &, 使 得 > ,|wi| 二 “一 e: 取 z 中 = 二 《1,1 1)0，…)， 
i=l oe 
则 上 zx 中 ==1,x 中 ECo， 有 


TH 宕 Tz | -> la; |>a—&. 
由 E 的 任意 性 , 故 | 了 | 之 


综合 两 不 等 式 即 得 | 并 | 一 “一 之 /| 
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例 14 设 线性 算 子 了 : L[a,5b5j 一 CLa,5bj] 定 义 为 (Tf 有 ) (zx)= 
| fade. 证 明 ; 上 工 二 1. 
证 任 取 /EL[a,6], 使 得 fl 一 | 1f(D 1d: 一 1, 而 


| TFI =max| TH) (xz)|=max | fa 


<max| | Fa d=| | FoD1d 一 1， 
即 得 外 T 下 科 1 
又 取 广 ( 门 王 1/( 一 a) ,有 ELZLLa,p], 且 | fo | 一 1, 故 


” 1] 
171= sup TAH > NT =max| gad 
6 
| _ 一 
=| 过-d=1， 


即 得 | 下 下 六 1 
综合 两 不 等 式 即 得 上 区 二 1. 
例 15 设 线性 算 子 T: Lla,6] 一 LLa,6j 定 义 为 (Tf) (x)= 


| cpdz, 证 明 ,T=6—a. 
rr =f || fearlaz< [fe ara 


<| [lf@w adz=| 14r=6—a. 
又 对 任何 使 a 十 1/n 二 6 的 自然 数 ” 作 
nt， ELa,atl1/nj, 
/=| TELa+1/n,6]， 


Tf, | -| 人 eu az=| wz 一 oaz+| 1dz 


b 
dat lin 


~—b—a—l1/(2n)=> | T | 宕 sup || Tf, || =6—a. 
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综合 两 式 即 得 上 T= 二 6 一 a. 

例 16 设 C'La,bj] 是 J==La,b5] 上 连续 可 微 函数 全 体 构 成 的 赋 
范 空间 ,其 范 数 为 

| zl =maxlz() 1+maxlz’ (2)|, 

证 明 : 此 范 数 满足 范 数 公理 . 令 f(zx)= 二 x'(c),c= 二 (a 十 5)/2 ,证明 :f 
是 C'fa, 引 上 的 有 界线 性 泛 函 .如 果 将 三 看 做 CiLa,o 中 所 有 连续 
可 微 函 数组 成 的 子 空间 上 的 泛 卫 ,证明 ;f 是 无 界 的 . 

证 ”其 范 数 满足 范 数 定义 中 前 两 个 要 求 是 显然 的 ,又 
上 | xz 二 yy —max|z(i) 十 y(2) | 十 max | 工 () 十 CE) 


<max|z(i)| 十 maxly(G)| 十 maxlz'G)| 十 maxly (7)| 
iE :EJ tEJ {EJ 


二 zt 上 十 上 y| 》 
从 而 知 此 范 数 满足 范 数 公 理 . 
因为 在 Cla,bj 上 ,有 
[|fC(zx)|= |z' Ce) |<max Ea434 十 max| 工 ()| 一 zl ， 
则 在 C'[a,65j] 上 有 界 . 


对 于 每 个 ,都 存在 一 个 x,ECLa,6], 且 (0)==1,1z,0) |< 
1/n, 于 是 ,有 


fz)| Nfr)| lx Ce)| z 
sup Tz > Tal ~ max 1 
uteb 
所 以 ff 在 CLa;6 上 上 是 无 界 的 . 


例 17 设 f=0 是 向量 空 间 儿 上 的 任意 线性 泛 孙 ,zz,。 EE 
XNV(CF) 是 任意 固定 的 元 素 , 证 明 : 对 任意 zEX, 有 惟一 的 表示 式 
并 一 0XZo 十 y，yE 和 C 门 . 

证 ”由 于 zoEXNN( 有 /有 ), 所 以 f(zxo) 关 0,Y XEX, 令 a= 
fz)/f ro) ,y=z—azo; 则 
f(x) 


f(y)=f(7)— Fr/ (To) =0, 


故 TT 二 axo 十 y， yE€EN(N). 
。 106。 


若 azo 十 y 二 azo 十 y, 则 yy 一 y= (a 一 a)z. 由 于 y 一 yEN(f), 所 

以 
(a—a) f(r)=f(y—y)=0. 

叉 因 为 f(xzo) 关 0, 于 是 a 二 a,y 二 y, 所 以 表示 式 惟一 . 

例 18 求 C[ 一 1,1] 上 线性 泛 函 f(z)=| Gd 一 | God 
的 范 数 . 

解 任 取 zECLt 一 1,1], 有 

fo) lz at lzelde<21z1， 


可 知 f 为 有 界线 性 泛 旺 ,和 且 ff 科 2. 
1， tt€E(—1,—1/n), 
取 oo- t€E(—1/n,1/n), 
—1, i€ (1l/n,1), 
可 知 ,z,.ECL 一 1,1j, 且 上 z= 二 1. 于 是 
—1/n 0 1/n 1 
了 CD) 一 | di—| madt+| xitdz 十 | di 


~2—1/n 一 2 


从 而 得 上 f= 二 2. 
类 似 ( 取 zxG)=1/(Y 2 Yr)) 可 求 [0,1] 上 泛 函 f(x)== 


| ezGzdz 的 范 数 为 1 一 V3/2 


例 19 证 明 : 赋 范 线性 空间 XX 上 非 零 线性 泛 泡 了 不 连续 的 充 
要 条 件 是 上 的 零 空 间 六 (六 在 和 中 稠密 . 

证 充分 性 ”用 反 证 法 证 .， 设 f 是 连续 的 , 则 由 零 空 间 和 N( 几 ) 的 
稠密 性 可 知 ,Y zEX, 可 在 N(CP) 中 取 到 一 (z,} ,使 得 当 n- 一 co 时 ， 
a 工 。 于 是 limJ (zx,) 二 f(x) ,; 即 (xz) 二 0, 与 题 设 f 关 0 相克 盾 . 

必要 性 ” 设 f 不 连续 , 则 由 线性 算 子 连续 性 定理 知 ,f 必 在 
Zz 一 0 处 不 连续 . 从 而 存在 某 正 数 s 与 一 点 列 z,EX, 使 得 当 工 ,一 0 
时 , | f(x,) | 之 eo. 
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f(z) f (x) 
v TEX, 显 然 z 一 子 (二 人 Fr "ENC(A), 且 当 ”so 时 ,z 一 元 去 J 
例 20 没 f 是 赋 范 线性 空间 X 上 非 零 的 有 界线 性 泛 函 ,五 一 


(zxzEX,f(z)==1)},d 为 外 中 的 零 元 9 到 五 的 距离 , 即 4= 
inf{ | 站 1JzE 鼠 ) ,证 明 : 


7 = 方 : 
证 由 题 设 知 ,Y ZE 五 ,有 
l= [f(z) lI z=> 1 fl Ix. 
对 所 得 不 等 式 两 端 取 上 确 界 ,可 得 
fsup(1/ zl lze 瓦 }= 了 了 


再 证 反 向 不 等 式 也 成 立 . 由 范 数 定义 知 ,Y e>>0, 导 zeoEX, 使 
得 当下 zo 中 = 二 1 时 ,|f(zo)| 放 上 fi 一 e. 于 是 , 取 zo=zo/zo)， 则 
f(zxo)= 二 1,; 即 zx,EHE 有 8 

l= zo =If(rz) lzol>0 fe | zr), 


E— 0 


一 1 1 
则 da 委 | zoll TT > TF 


综合 两 个 关于 d 的 不 等 式 ,得 上 /1 一 也. 
例 21 设 X 是 CLa,5j 上 有 连续 导 函 数 的 全 体 函 数组 成 的 线 
性 子 空间 ， 算 子 挟 :>C[as6],x(1) 一 人 Lx(1). 证 明 : 全 是 X 一 


证 取 x,(t) 二 eT”， n 一 1,2,…; 易 知 , 对 一 切 n, 有 


| zl =maxle ”|=1, 
由 于 Ea (1)=—ne "=—nzr,(t), 
nT | | -= or 
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二 满足 线性 是 显然 的 ,但 是 是 无 界 算 子 . 


例 22 设 V,W 分 别 是 向 量 空 间 叉 ,Y 的 子 空间 ,TT : XxX 一 Y 是 
线性 算 子 ,证 明 :T(V) 和 T-!(W) 都 是 向 量 空间 . 

解 因为 Y y1 ,YETOV), 存 在 zx1,xzEV ,使 得 yi 二 Tz ,yy 一 
Tx XV 是 回 量 空间 ai 十 0zz 和 TY. 由 题 设 知 7 是 线性 的 ,所 以 
ayi 十 py 一 az 十 PDTz 一 了 (az 十 pz)ET 了 CVD). 

于 是 TY) 是 回 量 空间 . 
VY zzzcET "(W), 有 
Tr=yEW, Trxs=y:€EW. 
因为 W 是 向 量 空间 ,T 又 是 线性 的 ,于 是 
Tl(ari+ pr)=aTxritpIr EW, 
即 az 十 pzrET '(W). 
从 而 了 (YY) 是 向 量 空间 . 


例 23 求 L[0,1J 上 泛 函 f(z)=| VTx(2)dt 的 范 数 . 
解 ” 直 接 计 算 即 得 


fx )=| Te ,dr< 志 [上 天 | (fz phar) 
V2 


一 一 站 zl: 


2 
取 z(r) 一 1/(V2 Yr), 则 有 上 zi ==1, 且 f(x)= v2 /2. 所 以 
Lfl|=v2 /2. 
例 24 设 T: 久 ->Y 是 线性 算 子 ,有 是 dimXX= 一 dimY==n 过 0o ,证 
明 :RC(T)==Y 的 充 要 条 件 是 T 存在 . 
证 必要 性 设 R(T)=Y, (6 ,bs 9b,) 是 YY 的 一 个 基 , 则 在 


在 “EX, 使 得 和 一 Te 令 之 /oo 一 4 因为 了 是 线性 的 ,所 以 有 


Pare ab, =0. 


;三 ] 
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由 于 (bi, b,, … ,Db,) 线 性 无 关 , 得 QQ" 二 a, 二 0 所 以 
(e1,e2，… ser) 是 X 的 一 个 基 . 若 Tz 一 0, 则 z 一 之 /Se/, 使 得 


Tz= 2 6Tei 一 > 60 一 0， 
人 一 


7 一 1 


从 而 一 名 一 … 一 与 一 0， 
即 z==9， 故 由 道 算 子 定理 知 ,T 存在 . 
充分 性 可 由 逆 算 子 定理 直接 得 出 .( 见 本 章 第 五 节 例 1.) 

例 25 设 T 是 从 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 线性 算 
子 , 如 果 T 的 零 空 间 N(T)= 二 {x17Tzx=0} 是 闭 集 ,TT 是 否 有 界 ? 当 了 
是 有 界 算 子 时 ,N(T) 是 否 必 为 闭 集 ? 

解 当 {z,}CN(T),r— (一 ce) 时 ,Tz 一 limTzo 一 9, 故 
XEN(CT). 所 以 , 当 工 为 有 界线 性 算 子 时 ,NN(T) 是 闭 集 . 

但 是 , 当 N(T) 是 闭 集 时 ,TT 不 一 定 有 界 . 例如 , 若 X 为 CLa,6] 


中 连续 可 微 函 数 人 全体, 定义 了 :XX 一 ClLa,5bj], (Tx) (DD 二 声 z00), 则 
N(T)== {x1x,(t) 三 C,C 为 常数 }. 

显然 ,N(T) 是 闭 的 ,但 荆 却 是 无 界 的 . / 

例 26 设 Co( 一 ,co) 是 (一 co,coe) 上 适合 条 件 lim yz) 一 0 
的 全 体 连 续 函 数 按 普通 线性 运算 所 成 的 线性 空间 ,F 是 
Co( 一 coy,co) 上 的 线性 泛 函 , 且 对 一 切 PECo( 一 ceoo) , 当 MZz) 之 0 
时 ,FC(9) 之 0, 证 明 :F 必 是 连续 的 . 

证 取 

Ko 一 {9|9ECo( 一 吕 ，00),9LX) 宇 0 对 一 切 z 成 立 }. 

证 明 存 在 M>0, 使 V PE 天 o, 有 下 (由 魏 M1 9 

用 反 证 法 证 . 设 上 式 不 成 立 , 则 必 可 取 到 一 列 {8g}CK,。, 满 足 


0 之 Q(T) 三 1],F (9) 之 1. 作 pg (x)= 2 R72, 易 见 , PE 
1 一] 


Co 一 coyco)， ?0, 且 对 于 任何 zEN, 有 
*。，110。 


RCT) 
由 条 件 可 得 
FD—F| 2) E)>0>F(W>) > 0), 
i=1 二 


导出 矛盾 . 所 以 , 必 有 F(P) 志 Mp1 有 成 立 . 
Y fECo( 一 oo,o0), 作 分 解 / 二 广 一 广 , 其 中 
,fz), f(T)>0, ~ , 、| 0, f(z) 之 0, 
/ =| 0, f(z)<0, 7 5) 一 —f(z), f(z)<0. 
于 是 ,f* EK。, 则 由 上 面 证 明 结 果 可 知 
| 有 ( 门 |= 王 (太一 三 )| 王 JRC 广 ) 一 下 ( 广 ) 
和 MGC 广 十 下 广 下 2s2241 7 
所 以 ,F 是 连续 线性 沁 困 . 
例 27 设 4 是 妈 Xa2 和 矩阵 : 
y 一 (yyya 和 wy yn) ， 工 一 (Z1)Z2，…yZn) ， 
定义 了 : C" 一 C” 为 
yy 一 了 7 一 4r，V 工人 CC 
证 明 : 工 是 C" 一 C" 的 连续 线性 算 子 . 
证 设 4 二 (aij)wxn; 由 许 也 效 不 等 式 , 得 


14z1 =( 2 | P05)) <2 Zest) zl 
一 | 之 /之 ， as] | 
所 以 ,T 是 C">C” 的 连续 线性 算 子 . 


第 二 节 ”连续 线性 沁 肾 的 表示 


主要 内 容 


1. 设 和 ,7 是 两 个 赋 范 线性 空间 . U 是 XX 到 Y 的 映射 , 且 对 一 
* 111， 


切 zEX, 有 Uz 有 一 zx 上 , 则 称 U 是 X 到 Y 的 一 个 保 范 算 子 . 如 
果 U 不 仅 是 保 范 的 ,又 是 线性 的 ,而 且 还 实现 X 到 Y 上 的 一 个 一 一 
对 应 ( 即 UX=Y), 则 称 U 是 X 到 Y 上 的 保 范 线性 同 构 映 射 ， 若 空 
间 X 与 Y 之 间 存 在 一 个 从 天 到 Y 上 的 同 构 映 射 , 则 称 邓 和 Y 是 司 
构 的 . 

2. (1 )* =/™. 


4 是 满足 之 [zi|<ce 的 数列 天 一 (ziyZzz， …) 全 体 按 普通 线性 


运算 与 范 数 上 xz, 一 > ls | 所 成 的 巴 拿 赫 空间 . 是 有 界 数列 


z= xisX2s .) 全 体 按 普通 线性 运算 和 范 数 Ez ~=sup|z, | 所 组 
成 的 巴 拿 赫 空间 . 


3. U7)* 二 8, 其 中 1<pP<co, 方 十 二 一 1 


J 是 满足 之 ， [x1? 过 oo 的 数列 (Xl ,Ta，… ) 的 全 体 , 按 | 人 | pT 


( > [zx,.1*) “所 成 的 巴 拿 赫 空间 . 


n=1 


4. (77[a,6]) "一 Lr[as6], 其 中 1<p<oo, 寺 ++ 二 =1 


a 
疑难 解析 
同 构 有 什么 意义 ? 什么 是 线性 赋 范 空间 上 连续 线性 泛 函 的 表 


水? 

答 ” 如 果 U : z 一 Uz,zEX, 实 现 了 和 到 了 的 一 个 同 构 , 则 可 
把 zx 与 y 视 为 同一 的 , 称 为 同一 化 . 于 是 ,可 以 把 X 与 了 同一 化 ,并 
记 为 和 =Y.， 一 般 认为 ,在 同 构 的 意义 下 , 同 构 的 两 个 空间 从 集合 、 
线性 结构 及 范 数 三 方面 去 考察 ,是 没有 区 别 的 . 如 果 一 个 抽象 的 赋 
范 线性 空间 ,能 与 一 个 具体 的 赋 范 线性 空间 同 构 ,就 把 这 个 具体 空 
间 的 形式 称 为 抽象 空间 的 一 个 表示 . 

* 12。 


赋 范 线性 空间 X 上 连续 线性 泛 函 的 表示 ,是 研究 X“ 这 个 赋 范 
线性 空间 能 与 怎样 的 具体 空间 实现 同 构 ,其 研究 方法 是 : 

(1) 在 和 X 中 了 到 适当 的 元 素 集 多 ,使 多 中 元 案 的 线性 组 合 在 XX 
中 稠密 , 集 .F 称 为 和 中 的 母 元 组 ; 

(2) 把 泛 函 了 在 多 上 的 形式 表示 出 来 后 ,利用 .多 中 元 素 的 线 
性 组 合 在 X 中 的 稠密 与 /的 连续 性 ,把 上 在 X 上 的 形式 表示 出 来 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


赋 范 线性 空间 X 的 共 斩 空 间 X"* ,按照 普通 的 线性 运算 和 泛 顶 
范 数 是 完备 的 赋 范 线性 空间 . 要 求 在 理解 基本 概念 的 基础 上 ,掌握 
赋 范 线性 空间 上 连续 线性 泛 函 的 表示 . 

例 1 在 二 维 线性 空间 天 : 中 引入 范 数 

z=|& | 二 + ||， Z 一 (生生 ) 和 天 2， 
构成 赋 范 线性 空间 . 在 天。 上 定义 泛 图 了 , 即 
f(x)=aétit+Bé,, r= (££) EK,, 
求 上 fi 用. 
解 ” 因 为 对 于 任意 x=(€1,5,), 有 
IfCx)|= laéi+pe lmax(lal,181)* 用 站， 
所 以 | fl 才 max (lal ,181). 

再 证 反 向 不 等 式 也 成 立 . 取 z= (signa,0), 则 上 z==1 且 

fz) 二 |ael, 故 fi == xl .类似 可 得 和 /= 上 8, 所 以 
| fF >>max(lal ,181). 

综合 两 不 等 式 即 得 ef 二 max (lal ,181). 

例 2 设 K" 是 n 维 实 的 (或 复 的) 线性 空间 , (ei1,es，… ,er} 契 化 
的 一 组 基 , 证 明 .(K")" 一 大 


证 对 z= re, 取 |z| 一 ( 31a)“, 则 K" 是 赋 范 线 


性 空间 . 对 一 组 数 (@ az， ,0,) ,定义 
“。 1 13。 


f/f: Pre Par, 
则 /显然 是 上 的 一 个 线性 泛 函 ， 且 线 性 泛 函 在 基 选 定 后 与 数组 
《qas，,… 0) 是 一 一 对 应 的 , 即 K" 上 任 一 线性 泛 函 f 对 应 K" 中 一 
个 元 《a ”py "°° ,0 ) = (f (el) )， (€2) ,** ，(e,)) ,使 得 


用 之 ,mei| 一 之 /za 
且 在 K" 上任 一 线性 泛 函 是 连续 的 . 
由 上 知 , 上 映射 U : (KR")"—K", 
三 Falyaz sa ) = (fe), fle,),* ,ff (e,)) 
是 双 射 . U 的 线性 是 显然 的 ,只 需 证 U 保 距 . 


对 任何 z= re 因为 


D1= | Darl<l pl 9) (lel)™ 


=—|al lzl, 
从 而 Lf 和 a. 
再 证 反 向 不 等 式 也 成 立 ， 取 
se l a | 
Xo0™— Fal ‘se on ) ， 
则 | zo =1, 


有 flz)= Tf del, 
i=1 


因此 | .人 el . 
综合 两 不 等 式 即 得 | .| = 三 1 a , 即 U 是 保 距 的 , 故 
(K")*=K: 
例 3 证 明 :(C 一 三 . 
证 ” 按 疑 难 解析 中 的 步骤 研究 . 
在 中 取 母 元 组 
* ] 14，。 


型 


多 一 (ee 一 (0 0 10)， 1 一 1 2 }， 
EN 


则 对 于 Kz 二 《zi ,zx2，… ,Xs) ED, 有 r=lim > ze 

V FE (1 ) ; 记 7;= 二 f/f(e;)，, 则 7 委 | f | | e: | 一 | a | ,从 而 
J 一 suplzl< 1 

又 由 上 的 连续 性 ,有 


[f(x) [=lim/f\ 之 Viei 一 lim 之 /Zi 
由 | 有 | 委 ‖71 ,之 /| 二 |<<ce 知 ,之 ,za 绝对 收敛 , 故 


f(2)= Dz (1) 
即 上 的 连续 泛 淆 的 形式 必 为 式 (. 


反之 , 行 设 7 一 (7 12 ) , 则 利用 式 了 可 定义 人 上 一 个 沁 录 . 
f 的 线性 是 显然 的 , 且 


WI SNE SE 2 lr- 上 71 zi, 


可 知 f 了 是 / 上 的 连续 线性 泛 本 ， 县 | / 目 委 四 7 | . 综合 前 面 的 反 向 
不 等 式 , 得 上 f= 上 7 中. 

由 式 @@ 将 上 每 个 1 与 下 上 元 7 一 (f《e1),f(es),…) 对 应 , 即 
得 映射 U : f 一 7. 局 是 (0 到 关上 的 双 射 ,其 线性 是 显然 的 , 且 
下 站 = 和 271=IZAE, 故 避 是 (2 到 关上 的 保 范 线性 算 子 ,从 
而 

(一 三. 

注意 (1™°) "#0. 


回顾 证 明 过 程 : 先 设想 /| 之 1zieij 一 jzif (ei), 再 验证 


ff—(/(e) ,J (le,),*) 是 同 构 喘 射 . 主 要 内 容 3((1)” = 2,， 
1 过 pp 过 oo ,1/p 十 1/g 二 1) 类 似 可 证 . 
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例 4 设 C。 表示 收敛 于 零 的 序列 {x,) 全 体 , 按 普通 的 线性 运 
算 和 范 数 ‖z | 一 sup Iz:| ,Co 是 巴 拿 幸 空间 ,证 明 :(Co) =L. 
证 ”类似 例 3 的 方法 可 证 . 在 C。 中 取 母 元 组 
.多 一 {ele= 一 (0 0,1;0，…)) 2 一 1 2 …)}， 
一 一 


则 对 于 z 王 (zi S29""" ,TcEGCo, 有 z=lim 之 /ziei- 
设 fE (Co)” , 记 7:=f (e;) ,1 二 1 ,2,…, 则 


fC2)=f(lim De) =limf( Dx,) 


其 中 和 一 arg71， 则 ”ECo, 且 | rT | =1,f(z")= 2 |7; | ,得 
> lIf Cz®) Az. 


令 n 一 co, 即 得 7EL, 且 上 7 = 21n 声 |fl. 


再 证 反 向 不 等 式 成 立 . 因为 上 是 C, 上 的 线性 泛 函 ， 且 对 zE 
Co, 有 


fn Ssuplzl 2 ly)= 7l lzl, 


故 FE (co 且 1 II 科 上 7 直 综合 两 不 等 式 得 上 /三 下 ?下 .从 
而 知 忆 : (Co)” ~,f->(f(e) ,ff(e;),…) 是 保 范 线性 同 构 , 即 


(Co) ”一 
例 5 设 Xi,X; 为 赋 范 线性 空间 ,对 积 空间 XXX: 取 范 数 
| (Xi1, TX2) | 一 | 二 1 | 十 | 十 ? | 证明 : 


(XXX,) ”=X XX。， 
其 中 XY XX; 上 范 数 定义 为 | (fi1,1;) | =max( | fi | ? | J 2 | )、. 
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证 对 (六 ,PEXT XX2 定义 (六 ,大 )(Czz) 一 万 (zi) 十 
f(zx2), 可 以 直接 验证 (用 ,f;) 是 XXX, 上 的 线性 泛 函 . 
VY (Xi,T2) EXIXKX,, 有 
{Off2) xT) | fr) 1+ | f(r) | 
福士 f 中 中 
委 max( ,fo DC z+ x | ),， 
从 而 得 (f1,f;)E (XXX , 且 成 立 
| ff2) maxC Fl ,| fl). 
再 证 反 癌 不 等 式 成 立 . V JE (Xi XX,)*, 记 有 (xi,09) = 
厂 z0)) 则 | 户 (z 委 | 站 站 EX ;类 似 地 , 记 f,(0,zx;) 
二 (0,xs), 有 fzEX2， 因为 f= 二 (f1,fi), 因 此 
(XIXX,)” =XY XXX. 
若 max( 有 上 ,fi )== 让 ,到 {zxi?}CXi, 有 xx” 
二 1 ,使 得 有 (x) 一 及 (rx 一 oo)， 这 样 ,就 有 上 C(x? ,90) =1， 
且 当 nn 一 co 时 ,有 
fisf) zx,0)= fz")—> | |. 


所 以 ECF,f2) | 宇 fi=max Cd fl ,| Ff ). 
类 似 可 证 上 (fi,fi) 守 上 f==max(C| 让 ,下 》. 
即 | Cfi,f2) | 守 max Ch fi ,| Ff; | )». 


综合 两 不 等 式 即 得 (,f,) 二 maxC| ,下 >. 

例 6 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,Xi 为 巴 拿 赫 空间 ,X 为 X 的 笛 
密 子 空间 ,T。 是 从 Xe。 到 Xi 的 有 界线 性 算 子 . 证 明 :T。 必 可 保 范 地 
延 拓 到 整个 和 上 . 

证 ”要 T, 保 范 地 延 拓 到 整个 和 上 , 即 要 证 明 X 上 惟一 地 存在 
有 界线 性 算 子 ;满足 : (1)Tzx= 二 Tox 对 于 一 切 zzEX 成 立 ; 
(2) TH = 7 |. 

因为 YV zE ,由 于 Xo 在 XX 中 秽 密 ,所 以 可 取 到 点 {zx}CXo， 
使 得 当 n 一 oo 时 ,x 一 工 . / 

° 1]7* 


令 Tz 一 limToz。, 证 明定 义 是 合理 的 , 且 满足 (1) (2). 

首先 ,{zs} 是 收敛 的 , 且 为 和 中 的 基本 点 列 . 又 To 在 Xe 上 有 
界 , 所 以 {Toz,} 是 X, 中 的 基本 点 列 . 由 X, 的 完备 性 知 ,limTox, 是 
存在 的 . 

车 又 有 {ys}CXo, 当 n>co 时 ,y,> 工 , 则 

| Tox—Toy, | < To | xy, | —>0. 

可 知 ,Tz 的 定义 与 {xz,} 的 选择 无 关 . 

T 的 线性 是 易于 验证 的 , 且 有 T|; ==7T。, 则 上 工 宇 上 To。. 
再 对 zxEX, 取 (x,}CX, 使 得 当 n 一 oo 时 ,zx 一 工 ,; 则 

和 7Tz =liml Tx lelT llimlz l= TH zl. 
从 而 TH 二 7T。. 

综合 两 不 等 式 即 得 T= Tj. 

由 以 上 结论 确定 T。 可 保 范 地 延 拓 到 整个 X 上. 

例 7 设 {z.) 为 一 列 赋 范 线性 空间 ,( [x,) , 是 指 {(z,)1zvE 


X,.,n 二 1],，2,， “> | Ln 上 1? 二 ooo} 按 范 数 | (x,) | ,= 
n=1 


[六 ‖ zx. ?下 和 运算 qz,) 十 BCy,) 二 (ez 二 By) 所 组 成 的 赋 范 
线性 空间 ,其 中 1 二 pp 过 co. 证明 : 
((T1z),) ={T1z;),, 
其 中 1/p 十 1/9= 二 1. | 
证 对 任何 (zx ) € (Tlz:),, (zs) E (TTz.),, 作 映射 


F: LT 一 人 LT “如 下 : 


FE(z (zs)= > x (x,). 
并 一 了 


显然 FCT ) 是 线性 的 . 
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CDICHE EE 


革 二 1 


说 明 FCzi)€E((Tlz),) 与 IFCzi) Cr) 
又 对 于 任何 
f/fE ( ( Tiz,),) C0,0, Tr 0 )E | =， 


作 泛 函 

Tn (zs)=f (0 ,0,T,0,..)). 
由 的 线性 连续 可 知 ,z; 和 从。 ,有 旦 对 于 (zs) 一 (ziyzzy "TX, 0, 
…), 有 


fz))= > CC ,0 T1007)) = DT Cz) =F rs ) zx). 
区 二 1 


此 一 于 


任 取 一 点 列 {e) ,e>0，> ,6 二 00. 取 zx,EX,, 使 得 ‖z,‖=1， 
旦 |z (x) 一 xz: | 过 5 , 记 上 xz; 站 和 < 有 


f(a!l x sad) "XT 9 aN "TN ,0， *) 


N 
一 > (zs)a? 1 
n=1 


NM 
= > 为 (a lx) far zlyagy res sa TN 0,***) 


用 一 】 
N MN 
NA (Dale) ef (Dz 1) . 
n= 1 # 二 1 
因为 [zx* Gar lx)— | x2 | |Rar es， 
N ~N N 
所 以 Dz OSD zr Cr!z,)+ Da !e, 
n=1 nA— 1 n=—1 


EAE 


由 > 的 任意 性 ,有 


。]1 19。 


PAE 


从 而 (ole) ep 
令 Nco, 即 得 1z 上 f= 上 Fx) 有. 


综合 上 述 不 等 式 即 得 F(x: ) ‖ = | zy ,>. 
例 8 证 明 : (=,1<p<o0,1/p+1/g=1. 


证 令 e: 二 (01)EL, 则 {e,} 是 1? 的 邵 德 尔 (Schauder) 基 ,对 每 


个 z= {&,) EW, 有 惟一 表达 式 x 二 >,&er. VY 了 E (2)* ,由 于 / 是 线 


性 有 界 的 ,所 以 有 
f(z)= Sg, ri = (et). 


以 下 证 {ri}E4， 取 
T= {6 } EEL, 
a k<~n Hr,0, 
0 ， kn 或 六 一 0， 
将 .== {中} 代入 式 回 ,得 


f(z,) = 2 = >, [rs | *. 
利用 式 加 及 (g 一 1)p 二 g, 有 
A EAN 


一 | fi 人 > Iril -De) 1/p 


一 下 > 


二 1 


从 而 f(z)=D) nl'< 1 DD 0 


"120，。 


2 


即 Im < | 
于 是 ,出 nn 的 任意 性 , 令 n->oo ,得 


(Dnt) “HF, 
k= 


即 tr EA. (4) 
定义 算 子 了 ,了 : (0) "一 ,fH 上 >{f (ex)), 则 工 显 然 是 线性 的 . 


VY {qa) EW, 定义 g(x) 二 >》 人 iar, 得 到 1* 上 一 线性 泛 函 g, 由 赫 
尔 德 不 等 式 , 有 


fID Sa S20) (1s) 
由 中 t=1 j=1 


=( Zsl) "lzl, 
Pg 有 界 ,Qa 二 gg (ei)， {Qa} 二 Tg, 从 而 工 是 满 射 . 
由 式 凶 及 蔡 尔 德 不 等 式 , 有 


CD 


|f (Cz) < LA 2 | 站 了 于， 


于 是 上 站 | 入 ( > lm“。， 再 由 式 @, 得 


Cw 


FA = Tn Df) I) ™, 


k=1 上 二 1 


因此 ,上 77 = 中 fi, 从 而 T 是 保 范 的 , 且 是 一 一 映射 的 . 在 同 构 
的 意义 下 ,有 (?)* = 二. 

例 9 证 明 : 定 义 在 同一 向 量 空间 上 县 有 同一 零 空间 的 两 个 线 
性 泛 函 用 关 0 和 Jf; 关 0 是 成 比例 的 . 

证 由 第 一 节 例 17 知 

T= f(r) /f(xo) * Xo 十 y， yEN(f)=N(,). 
因此 jz) 一 万 (Z)。 f(xo) /fil(xo0), 
可 知 户头 0 与 f; 关 0 是 成 比例 的 . 
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例 10 证 明 : 吴 范 线性 空间 X 上 有 界线 性 泛 函 0 的 范 数 等 
于 原点 到 超 平 面 Hl= 二 {zxzEXIf(z)==1) 距 离 4==inf{ 上 xz | | f(z) 
二 1) 的 倒数 . 

证 任 取 xzEHHL, 则 1==|f(z)| 志 上 fz 所 以 站 zl 之 
1/ fl ,Bad21/ AI 

又 Y e>0,j zc 万 ,使 得 


| 7z)| 1 加 
FT 
\ } 
所 1z1<T7i=a 2<TAT 


综合 上 述 两 个 不 等 式 , 得 上 f==1/d. 
例 11 证 明 : 第 一 节 例 17 中 , 蕊 的 两 个 元 素 zi,zs 属于 商 空间 
X/N CD 六 的 同一 元 索 当 上 且 仅 涩 zu 一 xz) 并 证 CodimN( 门 ) 一 
i. 
| 证 设 zi,XEXEX/N(A) 
ri— Tr. EN() 
f(r) — f(z)=f (rm— Zz)=0. z 
因为 f 关 0, 所 以 X/N() 关 {0},CodimN(f)=dmX/N(f)>0. 
、 车 x,y€EX/N(f), 则 
r=z+N(f), y=y+N(N). 
VY zeoEXNWN 门 ,z 一 aizo 十 zlyy 一 azzo 十 zzyz2o2ENC)， 从 而 
Zz 一 aizo 十 NCAP,y=azzo 十 NCAP， 所 以 
asr—aiy=N(f)=0, 
即 工 ,y 线性 相关 . 于 是 ,dimX/N(f) 坟 1. 


第 三 节 ”线性 泛 函 的 延 拓 


主要 内 容 


工 定义 1 实 线性 空间 和 上 的 实 值 泛 函 已, 若 对 任何 之 0 和 x 
122。 


EX, 有 
Plar)=aP(l(z), 
则 称 书 满足 非 负 齐 性 . 知 对 任何 z,yE 和 ,有 
P(r+i+y)P(rT)+ Py), 
则 称 P 满足 次 可 加 性 . 

2. 定理 1 设 P 是 实 线性 空间 铸 上 具有 非 负 齐 性 和 次 可 加 性 
的 泛 孙 ,又 是 XX 的 线性 子 空 间 上 上 的 实 线性 沁 胃 ,并 在 L 上 有 
f(r) 过 P(rz),XEL 成 立 , 则 三 必 能 延 拓 成 全 空间 和 上 的 线性 泛 上 加 
F, 且 有 F(zx) 夺 P(x) ,XEX. 

3. 定义 2 设 X 是 实 (或 复 ) 线 性 空间 ， 已 是 定义 在 和 上 的 实 
值 函 数 ,满足 : 

(1) 非 负 性 YYzEX,PCz) 之 0， 

(2) 次 可 加 性 VzyyEX,PCzr 二 yy) 魏 PCz) 十 已 (y)， 

(3) 绝 对 齐 性 VY zEX 和 数 a, 忆 (az) 一 |alPCz), 则 称 尸 是 XX 
上 的 拟 范 数 . 

X 上 的 拟 范 数 成 为 范 数 的 充 要 条 件 是 已 (z) 王 0 等 价 于 z 一 0. 

4. 定理 2 设 P 是 实 ( 或 复 ) 的 线性 空间 XX 上 的 拟 范 数 ,/ 是 XX 
的 线性 子 空间 LL 上 的 线性 泛 函 ,并 且 |f(z)| 志 P(xz),zxEL, 则 了 必 
能 延 拓 为 全 空间 X 上 的 一 个 线性 泛 函 Ff, 且 使 得 |F(z)| 志 P(x)， 
TCX. 

5， 定义 3 设 X,7 是 赋 范 线性 空间 ,4 是 DC(4)CX 到 7 中 的 
线性 算 子 ,又 设 CCD(4). 若 |4 | c= Sup 1 Az 是 有 限 数 ， 
则 称 4 在 G 上 有 界 ,又 称 上 Ac 为 4 在 G 上 的 范 数 . 

定理 3 设 上 是 赋 范 线性 空间 X 的 线性 子 空间 LL 上 的 连续 线 
性 泛 函 ,f 在 L 上 的 范 数 为 上 fi, 则 f 必 能 延 拓 为 XX 上 的 连续 线 
性 泛 函 F, 且 上 FD= 

定理 4 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,Y 是 巴 拿 赫 空间 ,C 是 X 的 栅 
密 子 空间 ,4 是 G 到 Y 的 线性 有 界 算 子 , 则 4 必 可 延 拓 成 XX 到 Y 的 
线性 有 界 算 子 B, 且 保持 范 数 不 变 : B= 上 4 上 1. 这 种 延 拓 是 惟 
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一 的 . 
定理 5 设 L 是 赋 范 线性 空间 X 的 线性 子 空间 ,zeoEX, 且 < 一 
ozo, 了 上 ) 盖 0, 则 必 人 存在 X 上 的 连续 线性 泛 函 六 适合 条 件 : 

(1 rEL 时 ,f(z)=0; (2) (x0)=d; 

(3) 1 fi=1. 

6， 定理 6 设 4 是 实 赋 范 线性 空间 X 的 线性 子 空间 ,sg 为 4 上 
的 实 线性 连续 泛 函 . 对 于 任 一 向 量 zoEX\4, 设 4 是 A 与 zo 张 成 
的 线性 子 空间 , 则 在 4, 上 必 有 线性 连续 泛 函 g1, 使 得 

(1) 当 XE AH,g1(7rx)=g(7); 

(2) | ela = ga. 

定理 7( 哈 转 - 巴 拿 赫 (Hahn-Banach ) 定 理 1) 设 G 是 赋 范 线性 
空间 X 的 线性 子 空间 ,对 于 G 上 任 一 有 界线 性 泛 函 f, 可 以 作出 XX 
上 的 有 界线 性 泛 阻 下 ,使 其 满足 : 

(1) 当 XEG 时 ,F(z)=Jf (7x); 

《2) fe= | Fi. 

定理 8( 哈 恩 - 巴 拿 赫 定理 2) 设 G 是 赋 范 线性 空间 X 的 线性 
子 空间 ,P(rz) 是 XX 上 的 拟 范 数 ,对 于 G 上 任何 一 个 给 定 的 线性 泛 
函 f, 满 足 条 件 & 二 sup _ 1f (x) [|<ce 时 ,了 必 可 延 拓 为 到 上 的 线 
性 泛 函 FF, 且 满 足 _ Sup _， IF(zx)|=&. 


7. 定理 9( 黎 斯 (FE. Riesz) 定 理 ) 设 f 是 C[a,b5] 上 的 连续 线性 
学 消 , 则 必 有 惟一 的 gEVoLa,5bj, 使 得 当 TECLa,b 时 , f (x) 一 
| zcDdgc), 且 有 1 LE= el 

推论 。 设 P 是 [a,6] 上 和 多项式 全 体 , 把 P 作 为 ClLa ,oj 的 线性 子 
空间 ,又 设 扩 是 已 上 的 连续 线性 泛 函 , 则 了 可 惟一 地 延 拓 成 ClLa ,0 
上 的 连续 线性 泛 孙 ,生存 在 惟一 的 gEVoLa,65], 使 得 VY XxELa,5bj， 
用 (z) 一 | zl)dg (wD 成 立 . 


定理 10 设 了 是 ClLe,2] 上 的 连续 线性 泛 函 , 则 必 有 惟一 的 gE 
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V,， 使 得 当 EC 时 ,有 
2 不 
f(z)=| zdg() 且 fl= V (g). 


推论 ” 设 荆 是 周期 为 2x 的 三 角 多 项 式 全 体 ,T 是 C,: 的 线性 子 
空间 ,f 是 TT 上 的 连续 线性 泛 函 , 则 ff 必 能 惟一 地 延 拓 成 C,: 上 的 连 
续 线 性 沁 限 ; 且 有 惟一 的 gEV,, 使 得 


2 下 
fz) -| z(t)dg(t). 


疑难 解析 


什么 是 延 拓 问题 ? 怎样 理解 线性 泛 函 在 线性 空间 上 的 延 拓 ? 

答 ” 延 拓 问 题 是 研究 定义 在 给 定 集 X 的 一 个 子 集 4 上 的 某 数 
学 对 象 (例如 上 映射) 能 否 扩 充 到 整个 集 X 上 ,并且 保持 数学 对 象 的 
某 些 基 本 性 质 ， 本 节 研 究 线 性 空间 上 线性 泛 函 在 什么 条 件 下 可 以 
延 拓 、 延 拓 后 哪些 性 质 不 变 、 延 拓 是 否 惟一 等 问题 . 

关于 线性 泛 孙 的 延 拓 定理 统称 为 哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 2, 它 保证 
赋 范 线性 空间 上 具有 充分 多 的 有 界线 性 泛 函 及 线性 沁 明 的 取 值 可 
事先 指定 ,并 且 为 共 轿 空间 提供 必需 的 理论 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 P 是 满足 非 负 齐 性 与 次 可 加 性 的 线性 泛 函 (也 称 次 线 
性 泛 函 ) ,证明 : 次 线性 泛 明 P 满足 P(0)==0 和 P( 一 z+) 之 一 P(x). 
证 ”因为 P(O) 王 PP(Oz) 一 0P(Cz) 一 0, 所 以 PCO) 一 0. 
多 0 一 PC(O) 一 已 (一 ZI 十 Z) 委 PCz) 十 书 ( 一 工 )， 
所 以 P(—7z) 之 一 P(x). 
例 2 若 P 是 向 量 空间 镀 上 的 次 线性 泛 孙 ,证 明 :M = 
{z|PCz) 委 rr>0 常数 } 是 一 个 凸 集 . 
证 ”因为 ,Y zyEAf 和 0 委 c 和 1, 有 
P(az 十 (1 一 ao)y) 迄 Paz) 十 已 ((1 一 ay 一 waPGCz) 十 (1 一 a) 忆 (7y) 
°° ]2D。 


< ar 十 (1 一 a)7r 一 7， 
即 知 az 十 (1 一 a)y€ M, 所 以 M 是 凸 集 . 
例 3 若 Pi 与 Pi 均 为 回 量 空间 XX 上 的 次 线性 泛 函 , 且 C: 与 C， 
是 正常 数 ,证 明 :P= 二 CiPi 十 CzPi 是 X 上 的 次 线性 泛 顶 ， 
证 因为 ,V zyEX 和 a 之 0, 有 
Pi(z 十 加 委 PCz) 十 PCy)，1i 一 1,2， 
Pi(az) 一 aPi(r)，1L 一 2， 
所 以 P(x 十 y) 二 CiP1(X 十 y) 十 CsP;(X 十 y) 
CLPiCz)+ Py) i+C LP (Cz) PCy) 
一 [C,P,(z) 十 C:P:(z)] 十 LCP(Cy) 十 CzP:Cy)] 
=P(r)+ Pl(y), 
Plaxr)=CPi(ar)+C,P,(ar)=CiaPi(r)+ CaP, (7) 
—alCiPi(r)+CP (x) |=aP(z). 
从 而 知 P=CiPi 十 CsPi 是 XX 上 的 次 线性 沁 银 . 
例 4 设 P 是 实 向 量 空 间 XX 上 一 个 次 线性 沁 随 ， 
Z={rERXRIr=aro,aE RR}, 
XxoEXX 是 一 固定 元 素 ,在 Z 上 定义 泛 函 f 为 f(x) 二 aP(zo). 证 明 : 
ff 是 Z 上 的 线性 泛 范 自满 是 f(x) 和 P(x). 
证 ”对 于 x 二 azxo，y 二 pxo, 有 
flri+y)=fL(ai+B)zro = (4+ BYP(zo) 
=aP(zo)+BP(zo)= fr) (yy), 
flrz)=f (roro)=raP (zo) =—rf(r), rER. 
所 以 ,ff 在 Z 上 是 线性 的 . 
对 于 a 守 0, f(x) 二 aP(zxo) 二 P(x); 对 于 a 二 0, 由 例 1, 有 
f(r)=aP(l(ro)S—aP(—zro)=P(laro)= P(r). 
因此 f(r)<P(z), TEX. 
例 5 设 赋 范 线性 空间 上 一 个 次 可 加 泛 函 PP 在 点 9 连续 , 且 
P(0) 二 9, 证明:P 对 所 有 xzEX 是 连续 的 . 
证 因为 ,VY zeoEX 和 ZzEX, 有 
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而 当 zzoe 时 ,有 (z 一 zo) 一 0, 故 由 题 设 得 
lim |P(z)—P(zxo) | 一 0. 


所 以 , 己 在 每 个 zoEX 是 连续 的 ， 

例 6 设 夭 是 赋 范 线性 空间 ,zeoEX,zre 天 0, 证 明 :一 定 存在 六 
上 的 有 界线 性 泛 肾 了 ,使 得 上 f==1, 昌 f(xo)== zo. : 

证 取 X 的 一 维 子 空间 X, 二 {azola 是 实数 }. 在 和 上 定义 一 
个 泛 隐 f1(azo) 二 a zo 目 , 则 所 的 线性 是 显然 的 , 且 有 

| fi(azxo) |= al | zo | = | azo | ， 

所 以 得 出 户 在 上 的 范 数目 户 目 x 二 1， 由 主要 内 容 中 的 定理 3 
知 ,存在 全 空间 和 上 的 连续 线性 泛 函 广 使 得 是 户 的 延 拓 ,并 且 
| | 一 | fi | x 二 1]. 从 而 有 (zo) = 二 fi1(zo) 二 | Lo | 。 

由 此 可 以 得 出 : 当 X 是 赋 范 线性 空间 时 ,对 任何 roE 和 ,有 


| zol =sup{lf (rz) lf EX', 三 1 WD- 
这 是 因为 , 当 fEX'*, 且 fl=1 时 ,有 
[fx) lA zl = | zo ， 


而 由 例 6 知 ,可 以 取 到 fEX' ,使 得 f==1, 且 f(x) 十 zo， 
从 而 式 册 成立. 

例 7( 和 矩 量 定理 ) 设 za ST29""" syTn 是 赋 范 线性 空间 X 中 一 组 线 
性 无 关 的 问 量 ,ci 9C29 CH 是 任意 一 组 数 , 证 明 式 上 存在 连续 线性 
沁 薄 放 满 足 :(1)f(z) 二 ci,1 二 1 ,2,*" 0342) | Fan! <M 的 充 要 条 
件 是 ,对 任意 的 ,ti，… ,it,, 有 
Dre ] MM | ir | . 
证 必要 性 设 有 f/f/EX', 且 满足 条 件 (1)、(2), 则 可 得 


] Pye, 一 Daf cz) ] 一 al Dz, ] 
< | Dr | <xz| Dy | 
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充分 性 以 入; 记 由 zi,zz，……yz， 张 成 的 线性 子 空间 ,所 以 久 ， 
中 元 素 可 由 zi ,zs，…, 工 ， 惟一 表示 , 即 z 一 > ora 9 于 2 9。。。 st, 为 数 ， 


zE 和 定义 g( 之 Ai = >ic, 则 g 显然 是 X, 上 的 线性 泛 函 ,由 
题 设 可 得 


| 
所 以 ,g 是 连续 的 ,有 旦 上 g | x, Ad- 
依 定 理 可 将 g 延 拓 为 人 上 的 连续 线性 泛 洋 ,使 得 上 f= 
| 已 | x,， 从 而 有 
jz 一 5(T) 一 Ci 一 1， 2 ,nn, 
且 1 = 下 glx 生 M 故 了 满足 条 件 (1)、27). 
例 8 定义 R* 上 线性 泛 画 了 为 (zc 一 a6 十 DB6 ,zz 一 (6 6)E 
R'- ,将 了 保 范 地 延 拓 为 R 上 的 连续 线性 泛 函 . 
解 只 需 证 明 |j 太 | =max(Clel ,181) 即 可 . 
因为 ,对 二 (61,6,)ER*, 有 
[f(x)|=|aéi+pés lmax(la| ,1B8|1). Bz, 
所 以 | fF 才 max (lal, 18|). 
又, 吾 取 z= 二 (signa,0), 则 上 z=1, 且 f(x) 二 1a|, 所 以 
上 fl 守 lal. 类 似 可 得 下 了 7 之 8 ,所 以 
| fli 守 max (lal, 18|). 
综合 以 上 两 个 不 等 式 即 得 ef 二 max(lal,18|). 
例 9 设 {zxi} 是 赋 范 线性 空间 XX 中 的 一 族 元 素 ,yEX. 证 明 : 
y 可 以 表示 为 族 {x} 中 元 素 线 性 组 合 的 充 要 条 件 是 :对 任何 集合 
{ZX} 上 为 零 的 连续 线性 沁 明 f, 均 有 f(y) 二 0. 
证 ” 记 族 (zx 中 元 素 线性 组 合 全 体 为 XXX 是 X 的 一 个 线性 
子 空间 . 
充分 性 ”用 上 反 证 法 证 . 若 y 不 能 表示 为 和 中 革 列 元 素 的 极 
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限 , 则 Zi 一 (>y,X) 必 大 于 零 . 则 由 主要 内 容 中 的 定理 5 知 , 存 在 
JEX” ,使 得 了 在 X 上 人 恒 为 零 . 但 . 扩 )=d>>0.， 即 JEX "适合 一 
切 z, 使 得 f(x) 二 0, 但 f(y) 关 0, 这 与 假设 矛盾 . 
必要 性 设 f€EX", 昌 对 任何 zi, 有 f(z;)= 二 0, 由 了 的 线性 性 
知 , 了 在 Xi 上 恒 为 零 . 故 , 若 y 是 XX 中 {z,}) 的 极限 ,可 由 了 的 连续 
性 得 
f(y) =limf (z,)=0. 
例 10 ” 设 X 是 有 界 实数 列 全 体 按 普 通 线性 运算 构成 的 线性 空 
间 . 证 明 : 存 在 X 上 的 线性 泛 函 f ,使 得 对 任何 z= 二 (a,)EXX, 均 有 
lima<f (7)<limo,. 
证 ”在 XX 上 取 泛 函 p(z) 二 lima,, 其 中 x 二 (a,)EX. 显然 ,p 具 
有 非 负 齐 性 与 次 可 加 性 , 则 依 定理 1, 取 工 = (0) 为 X 的 线性 子 空 
间 , 必 存在 上 的 线性 泛 函 ,使 得 对 一 切 z 一 {a,}EX, 有 f(z) 志 


Plz)=limea,. 


因为 
f(—z)p(—z), 
所 以 f(z)=—f/(—zx) 之 一 p( 一 7X),， 
则 一 娟 (一 Z) 一 一 Him( 一 om) 一 limoo， 


从 而 ,对 于 一 切 x 二 {a,}€EX, 有 (ZT) 之 limo， 成 立 . 

此 例 说 明 ,对 一 般 的 实数 列 , 不 一 定 有 极限 存在 ,但 必 有 介 于 
上 、 下 极限 之 间 的 线性 泛 函 了 存在 . 

例 11 设 定义 在 赋 范 空间 X 上 的 一 个 次 可 加 泛 郴 了 在 一 个 球 
面 {zi 中 z==r}) 外 是 非 负 的 ,证 明 : 对 所 有 xEX,f 是 非 负 的 . 

证 因为 ,对 于 满足 上 x 上 三 r 的 每 个 zt 关 9, 必 存在 一 个 nxEN， 
使 得 上 nz 有 ==n a 上 法 r, 所 以 ,f (nz) 宕 0. 

久 Par)<nP(r)—> P(r)~>0. 
从 而 ,对 于 zx 二 09, 有 
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PC 和 POCO) 十 PIC0)= 盖 PPO0) 之 0. 
例 12 设 扎 为 赋 范 线性 空间 ,zy,yEX 若 Y fEX', 和 恒 有 
f(z)= 二 f(y), 证 明 ,z=y. 
证 用 反 证 法 证 . 设 z 关 y, 则 一 > 天 0. 依 哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 ， 
必 存 在 AEX* ,使 得 
f(z—y)= | xz—y| 0, 
从 而 知 jz) 天 六) 这 与 题 设 克 盾 ， 故 必 有 一 yy 
例 13 设 多 为 赋 范 线性 空间 ,S 为 了 "中 的 单位 球面 ,zoEX. 
若 对 一 切 fES5, 有 |f(zo71 志 CC ,证 明 :|zo| 委 C. 
z 证 ”由 本 节 例 6 的 结果 知 , 当 X 是 赋 范 线性 空间 时 ,对 于 任何 
Zzo 抱 和 , 必 有 
| zo =sup{|f x) | If ES}<C, 
从 而 命题 成 立 . 
例 14 设 XX 是 实 线性 典范 空间 和 中 含有 内 点 的 凸 集 ,zoE 
Xi 证明 :存在 X 上 的 连续 线性 泛 函 广 使 得 
sup{tjz)|1zEX 委 1 委 /Czo). 
证 考虑 必要 时 作 一 平移 ,不 妨 设 9 是 X 的 一 个 内 氮 . 则 V x 
EX, 必 能 取 到 0 二 p 过 oo, 使 xz/pEXI. 定义 
plr)=in{f{plp>0,7/PE XL}, 
显然 ,p 是 有 非 负 性 与 可 加 性 的 泛 函 , 且 当 xEXl 时 ,p(x) 志 1. 
先 证 pCzo) 之 1, 用 反 证 法 证 . 设 pCzxo) 达 1, 则 由 plzo) 的 定义 ， 
存在 0 二 Pp 过 1, 使 得 xo/pEX!， 由 题 设 条 件 知 
To=0* Xo/pP+ (1—p) * OE€X, 
导出 与 题 设 zo 生 已 天 盾 ， 故 必 有 户 (Czo) 之 1. 
再 证 不 等 式 成 立 . 在 Xo= (azolaE (一 coyco)} 上 和 定义 /azo) 
二 ap(zo), 则 .显然 是 了 X。 上 的 线性 泛 薄 , 且 有 fo(x) 夺 p(x),XE 
Xo. 依 定 理 1 ,fo 可 以 延 拓 为 全 空间 X 上 的 线性 泛 函 f ,使 得 f(x) 二 
PX) ,TE 有 XX, 从 而 
sup {f(x) |rERXI} Csup{p lr) |rE RElIEPp (To) = (x0). 
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最 后 补充 证 明了 是 连续 的 . 因为 点 9 是 Xi 的 内 点 ,所 以 存在 5 


>>0, 使 得 在 | I | < 时 ,xEX), 则 VY z 关 9, 及 | TETEX: 于 


是 ,p(x) 志 入 1z 对 于 z=9 也 成 立 . 
由 f(z)<pCz) 及 p(xz) 志 人 zl ,得 f(z)< 本 zx 中 .又 由 


f( 一 +) 二 一 f(x), 得 |f (x) [< 二 上 | zl ,xEX. 从 而 ,ffEX*. 
例 15 设 4 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 凸 闭 集 ,zeoE4, 证 明 : 存 
在 XX 上 的 连续 线性 泛 晃 了 ,使 得 
sup{/ (xr) |zrE A}<I xo) 
证 同 例 14, 考 虑 必要 时 作 一 平移 ,不 妨 设 9€ A( 铬 0 不 是 A 
的 内 点 , 则 可 取 一 个 比 4 稍 大 一 点 的 同 集 41). 取 
a 一 inf{ ex—zxo) |xE A}, 
因为 zeE4, 所 以 w>>0， 作 
4 一 (3y| {zy <a/2,7E A}. 
对 于 ze,yoE4, 可 以 取 到 zx,yE 4, 使 得 
| zx—zol ea/2， | y 一 yo 上 a/2. 
于 是 ,对 0 志 t 声 1, 有 
txoT (zt) yo—tz— (1—t)y| 
tl zz +d) | yy Sa/2 
成 立 . 而 坟 十 (1 一 )yE 4h, 所 以 ixo 十 (1 一 t)yo€ hi, 即 4 为 凸 集 . 
易 见 ,9 是 Ai 内 点 ,zxoEAhi. 对 4, 作 泛 函 p( 称 为 浆 可 夫 斯 厅 沁 辆 ) 
px)=in{f{plp>0,7r/pPE Al}, : 
由 本 节 例 14 知 , 存 在 fEX' ,使 得 f(xo)= 二 p(xo) 之 1, 且 对 于 一 切 
XEX, 有 f(z) 志 plzx). 从 而 
sup{f (zx)|zrEA}Ssup{p(x) rE A}EL1. 
车 pCzo) = 二 1, 则 必 存 在 一 列 p, 宇 1 ,使 得 xo/Pp,€ Ai, 且 Pp, 一 1, 从 
而 zo/p 一 Xo， 但 是 ,p(xo,A)= 二 a, 而 p(xo, 4i) 二 a/2 汪 0, 显 然 与 
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Zo/ 0 一 Zo 政 居所 以 , 必 户 (zo) 天 1, 即 Fzo) 一 训 (xzo)1， 于 是 
sup{f (r+) IrE A}<Af zxzo). 

例 16 设 X 是 实数 域 (或 复数 域 )K 上 的 赋 范 线性 空间 ,证 
明 : 知 式 为 无 限 维 空间 , 则 和 "也 是 无 限 维 的 . 

证 任 取 非 零 元 zx1€ 半 , 则 依 定理 1 可取 到 fi € XX* ,使 得 
f(r)= | zi 0. 

取 X 二 (axilalEK}, 则 XX， 是 X 的 团子 空间 . 故 可 取 到 zzE 
1, 并 记 ds 二 p(xz,X1), 有 dd: 记 0. 依 定理 5, 可 取 到 f,€X* ,使 得 
filx =0,f (x2)=d:>0. 

如 此 继续 ,可 以 取 到 zi ,六 ，…. 

在 取 到 zyzz Ze 和 方 , 记 1 -后 ,对 于 :< 2 一 1， 可 志 
Xi 一 (az 十 az 十 … 十 azilayay a EE KK}, fin lx = 0, 
firi(zit1) 关 0 此 时 ,再 取 XX,_ 1 二 ari 十 QzXzz 十 十 qn-1XTn-1|ai， 
ao liE 开 }，X 是 和 的 了 团子 空间 ,可 取 到 zs E€ XX,-1,d, 一 
p(xz,sX,_1) 之 0, 故 依 定理 5 可 取 f,EX* ,使 得 六 jx 一 0, 广 (zy) 
天 0 这 样 , 得 到 XX 中 一 列 元 窒 有 ,ff2，*… ,了 ,，…， 

用 反 证 法 证 明 有,f;,…,f， 必 线性 无 关 . 

设 广 ，;,f:，"… ,fr 线性 相关 , 则 存在 n 个 不 全 为 零 的 数 Bi ,PB ,，…， 
B,, 使 得 Bi 十 Bf2 十 … 十 B,f, 二 0, 于 是 

Bifi Cx) + Bf (ri) th, fr)=0. 

但 已 知 fi(zD)=fs(z)= =f(7z)=0， 方 (zi) 天 0 
从 而 必 有 一 0. 
类 似 可 得 B, 二 0,…,B, 二 0. 于 是 1,f;,…,f, 必 线性 无 关 - 

从 以 上 例题 可 以 看 到 ,在 命题 的 证 明 过 程 中 经 和 常 要 利用 定义 、 
定理 . 因此 ,要 求 读者 必须 熟悉 定义 与 定理 . 

例 17 P 是 定义 在 赋 范 线性 空间 X 上 的 一 个 次 线性 泛 函 ,证 
明 :X 上 存在 一 线性 泛 郴 下 ,使 得 一 已 (一 Z) 委 RCz) 委 PCr). 

证 ”对 例 4 中 的 ,利用 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 ,可 以 得 到 关上 的 线 
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性 沁 男 F, 且 满足 F(z) 志 P(x). 因 
—F(r)=F(—xA)S<P(—zr)—>—P(—zr) F(z), 
故 一 已 (一 z) 委 RCz) 委 PCz). 

例 18 设 X 是 复 回 景 空 间 ,于 是 了 是 复 值 的 ,jz) 一 户 (Cz) 十 
if;《z) 是 复 值 的 ,车 令 FCr)= 二 F(x) 一 iF1(izx), 证 明 :F 是 匀 上 一 
线性 泛 函 . 

证 因为 F 是 实 向 量 空间 X 上 的 线性 泛 蚂 ,由 F(z) 二 Fi(z) 
一 iF1(iz) ,对 于 任意 复数 a 十 ,其 中 a 和 2 是 实数 , 均 有 

Fllatib)zr)=F (aritibr) —iF (iar—obr) 

=aF, (rz)+oF (Giz)—ilaFi Gzr)—bF Cx)] 
=(a+ib)[F (rx) —iF (zx) |= (ati6)F (7), 
所 以 ,F 是 了 上 一 线性 泛 辐 . 

例 19 设 Y 为 赋 范 线性 空间 XX 的 闭 线性 子 空间 , 且 对 于 fE€ 
蔗 *, 当 |,==0 时 , 必 有 f= 二 0, 证 明 :X=Y. 

证 ”用 反 证 法 证 . 设 XX 关 Y, 则 存在 x,。EX\Y， 由 Y 是 闭 子 空 
闻 知 ,po(Czoyy) 之 0. 由 主要 内 容 中 的 定理 5 知 ,存在 /EX'*, 使 
f1,==0,f (xo) 二 plzxoyy), 且 上 f= 二 1, 导 出 与 题 设 条 件 的 矛盾 , 改 
必 久 二 Y. : 

例 20 设 M 为 赋 范 线性 空间 XX 中 任 一 子 集 ,ze 为 X 中 某 非 零 
元 ,证 明 xz。E€ spanM 的 充 要 条 件 是 :VY FEX", 若 VzEM 成 并 
f(z)=0, 则 f(zo) 二 0. 

证 ”必要 性 若 zoEspanM, 则 可 取 fEX'* ,使 得 /lsam 一 0， 
但 FCz) 王 opCzo;spanMz)> 之 0, 导 出 矛盾 . 

充分 性 ” 若 xro€ spanM, 则 存在 {zx,}CspanM ,zs 一 ze (2 一 co)， 
若 /EX ,lw 一 0, 则 有 Fw 一 0, 故 由 的 连续 性 知 

f (zr)=limf (zx,)=0. 
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第 四 节 ” 共 斩 空 间 与 共 斩 算 子 


主要 内 容 


1. 设 X 是 赋 范 线性 空间 , 则 其 共 入 空 间 世 "也 是 赋 范 线性 空 
间 , 也 有 共 示 空间 (X*)* , 记 为 X*“* , 称 为 X 的 二 次 共 斩 空 间 . 如 此 
继续 ,还 有 多" 二 (X**)* (XX) 

VY zEX, 作 X" 上 的 泛 函 x" ' :对 于 /EX', 令 zx" “(f/f)= 二 f(z)， 
则 zx** 是 XX* 上 的 有 界线 性 泛 函 , 且 上 x “| 上 志 上 x 上 , 称 泛 明 x”* 
是 由 z 生成 的 .又 称 X 一 X” “的 算 子 zhH>z”… 为 典 入 算 子 . 

2. 定理 1 设 和 是 赋 范 线性 空间 ,内 人 算 子 zz “(XEX) 
是 X->X"” "的 保 范 (等 距 ) 线 性 算 子 , 即 

(1)(az 十 py) ”一 az ”十 By ; 

(2) 1z 下 三 下 着. 

3. 定义 1 设 XX 是 赋 范 线性 空间 , 若 外 ="' , 则 称 X 是 具 反 
的 . 

4. 定理 2 设 久 是 赋 范 线性 空间 ,车 叉 * 是 可 分 的 , 则 XX 也 是 
可 分 的 . / 

5. 定义 2 ” 设 X,7 都 是 赋 范 线性 空间 ,如 采 A,E€ B(X 一 Y),A 
EB(X—>Y), 且 4, 一 4 一 0 (nx 一 0), 则 称 {4,}) 按 算 子 范 数 收 
敏 于 4( 或 称 一 致 收 伍 于 4). 若 V XxEX, (4, 一 4A)z 一 0(n 一 


-) , 则 称 {4,} 强 收 仇 于 4, 记 做 4, 一 4, 或 4 一 ( 强 )lim4,. 若 V zx 
EX, 以 及 任何 fEY" ,7(C4sz)->AC4zr), 则 称 {4.,} 弱 收 仇 于 4, 记 
做 A， A 或 4 一 ( 弱 )lim4， 

若 {4,} 一 致 收敛 于 4, 则 必 强 收 伍 于 4; 若 {4.) 强 收 全 于 4 , 则 
必 弱 收 伍 于 4， 但 逆 命 题 -一 般 不 成 立 . 


6. 定理 3 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,7 是 巴 拿 赫 空间 ,7 ,ERB(X 
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一 Y)，72 一 1,2,…. 若 存在 常数 M ,使 得 上 TE 二 M,n==1,2,…, 且 

有 黎 密 子 集 DCX, 当 zxED 时 , {Tx} 收敛 , 则 必 存 在 线性 有 界 算 
子 TE B(X>Y) ,使 得 {T,} 强 收敛 于 了 了 ,是 
171 <lim Tl. 

7. 定义 3 设 {f} 是 赋 范 线性 空间 革 上 一 列 连续 线性 沁 陋 ， 


基 有 FEX* ,使 得 上 一 fi 一 0 (一 oo0), 则 称 {f,} 强 收 钱 于 /， 
记 做 ff 或 1 二 limf,; 帮 VY rEX,f(T)—f(r) (n°), 则 称 


(1 能: 收敛 于 户 记 做 广 -一 /或 /一 ( 弱 ' lim/. 
定义 4 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,{zs)}CX,roecX, 如 所 


| zz, 一 Zooj 一 0 (n>00), 则 称 {z,} 强 收 钱 于 xo, 记 做 zx, 一 >zxo; 如 果 
对 任何 FEX* ,f(r,)— f(ro) (n 一 0o0), 则 称 {x;}) 恰 收敛 于 zo; 记 
做 工 , 或 zo 二 ( 昼 )limz 

8. 定理 4 设 了 X,Y 是 赋 范 线性 空间 , {4,}CB(X 一 了 ), 帮 
{A4,} 己 收 化 于 AEB(X—>Y), 则 4 是 惟一 的 ， 特别 地 ,看 tj 是 式 
上 一 列 线性 有 界 泛 函 弱 收 敛 于 f, 则 是 惟一 的 . 

9. 定义 5 设 ® 是 X 的 共 轿 空间 X* 的 子 集 ,车 @ 中 任意 后 列 
(三 )} 一 定 含 有 X 上 弱 “收敛 子 序列 {( 户 } , 则 称 瑟 是 弱 " 致密 或 列 紧 
的 ; 若 必 会 强 收 和 伍 子 序列 ( 户 ), 则 称 下 是 强 致密 的 (或 致密 的 ) 

定理 5 若 赋 范 线性 空间 和 X 是 可 分 的 , 则 共 固 空间 XX* 中 的 任 
意 有 界 集 E 是 弱 * 致密 的 . 

10. 定义 6 设 TT 是 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 线 
性 有 界 算 子 ,车 有 Y’* 到 贸 ' 的 算 子 T" ,使 得 对 于 任何 六 EY zc 
X, 有 

(T* (xz)=f Tz), 

则 称 T* 是 工 的 共 罗 算 子 ( 又 称 伴随 算 子 ). 

定理 6 设 和 ,7 是 赋 范 线性 空间 , 则 

(1)YVYTEB(X 一 Y), 必 有 惟一 的 共 罗 算 子 T* EB(Y 一 
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xX"), 且 TT*| = 区， z 
(2) 上 映射 T 瞩 T* 是 由 BCX 一 Y) 到 BO(Y* 一 氏 * ) 的 保 范 线性 算 
子 ; 
(3)7x… 一 在 ， 其 中 7x: 与 下 分 别 是 和 和 和 "上 的 恒 等 算 子 ; 
(4) 设 Z 是 赋 范 线性 空间 ,SE B(Y 一 Z), 则 
T*S*=(ST)". 


疑难 解析 


1. 车 (4,) 一 致 收 伍 于 4 , 则 必 强 收 剑 于 4; 若 {4,) 强 收 伍 于 4， 
则 必 弱 收敛 于 4 其 逆 命 题 是 否 成 立 ? 

答 ” 逆 命题 一 般 不 成 立 ， 例 如 ,在 (pp 之 1) 中 作 “ 左 移 位 ” 算 
子 A 如 下 :对 于 Zz 二 (zi,Zzz,…)EL, 令 Azr== (zx;,Xx3，,…), 则 算 子 序 
列 {4?} 强 收 伍 于 零 ,但 不 一 致 收 伍 于 零 . 

因为 对 于 任何 z 王 (zzz，…)， 有 4"z 一 (Crzo+lyZn+z mv) 所以， 


1 Az l=( | 二 四 由 于 ( 2 坏人 <, 故 14zl 一 
0 ， 即 {A,} 强 收敛 于 零 . 但 若 今 e， 一 (0，… “0 ， O,** “) ， 则 4?*e， 十 1 一 
0 


ec, 有 | 4， 外 之 | A’e,ri | p/ | 《nm 十 1 | 二 1, 即 知 {4"}) 不 一 致 收敛 于 
零 . 

又 如 ,在 4 (Ca>>1) 中 作 算 子 序 列 {4.} 如 下 : 当 z 一 (zyza，…) 
EL 时, Az 二 zienyn 二 1,2,…, 则 {4,} 是 弱 收 化 但 不 强 收敛 的 . 

因为 当 n 关 m 时 ,有 : 

| A,z— A.z | pr | xies—zien || = |z1 12', 

所 以 , 当 z 关 0 时 , {4,z} 不 是 基本 点 列 , 更 不 是 收 钙 点 列 , 从 而 
(4,} 不 是 强 收敛 的 .同时 ,对 于 上 任何 连续 线性 泛 明 /， Bp y= 


(yisy29) EL ,A yr)= Dz , 则 


yAT) = yrien) = XL Yn 
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由 于 > ,| 中 <co ,因而 y(4,z) 一 0, 即 {4.} 弱 收敛 于 零 ， 这 里 
1/p+1/g=1. 
2， 弦 "收敛 与 弱 收 全 有 何不 同 ? 
答 如 果 X 是 冉 范 线性 空间 ,X* 是 其 共 瑟 空间, {f,}CX， 
JEX, 那 么 : 


G) 若 | AP 一 让 | 0, 则 称 { 广 ) 强 收敛 于 六, 记 做 广 - 至 。/， 
(2) 若 V xzEX, 都 有 |f.(z) 一 f(z)1->0, 则 称 ({/,} 弱 *' 收 化 于 
f, 记 做 /一 >/. 
”” 泛 函 序列 的 弱 * 收 敛 与 把 它 作为 赋 范 线性 空间 中 点 列 的 纶 收 
伍 是 不 同 的 ,因为 


f/f, 证 、f 是 指 F(f) 一 FC(f)>0,FEX**, 


f, -号 f 是 指 f,(x) 一 f(x)->0,zxEX， 
即 rz" "(fzx'*(f)>0, rz""EX, 
其 中 ,zx** (有)=f(z),fEX', 久 = 二 {x*'|zEX)}. 一 般 地 ,入 只 
是 了 "的 一 个 子 空间 ,不 一 定 有 六 "= X ,所 以 , 弱 ' 收敛 要 比 弱 
收敛 更 弱 一 些 . 

要 注意 区 分 强 收 敛 . 弱 收敛 与 弱 * 收敛 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 认真 理解 共 斩 空 间 与 二 次 共 斩 空 间 概 念 , 了解 共 配 算 子 
及 其 性 质 ,熟悉 赋 范 线性 空间 中 点 列 与 泛 函 序列 的 一 致 收敛 、. 强 收 
全 与 弱 收敛 概念 ,并 能 利用 它们 证 明 一 些 有 关 命 题 . 

例 1 证 明 : 

(DCS 十 T) 一 S 十 T (2)(a7T) 一 aoT 

《3) 0497) 一 了 9” (4)(T *) =(T™)'". 

让 (D(CS++T)"g) (zr) 

一 gCG9 十 7)Z) 一 goZ) 十 g(C7 工 ) 
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一 (人 8J)CZ) 十 (IT 8)(Z) 一 (3 ”十 人 )g) (7), 
VY rEX, gEY', 
故 (5S 十 T)*g= 二 (S* 十 T*)g 二 >(5S++T)*=5S*++T',YV gE€Y'. 
(2)VY rEX 和 和 gEY', 
((aT)’ g)(zx)=g((al)zr)=g(aT7r)=ag (Tr)=a(T" g) (xr), 


故 (aT)’ =aT*. 
(3) CCST)* g) (zx)=g(STr)= (Sg) (TZz) 
一 (7 "(SS"g)) (zr), 
故 (ST)’*=T"S",. 


(4) 由 CTT!)*" :对 ">Y* 存 在 和 TT :T= 二 7x, 可 得 
(T -17) 一 T (TTD)* 一 大 

由 TTT 得 (TTD*T’'==Jy:, 故 T*" : Y* 一 X" 是 双 射 ， 

(T*) :存在 ,有 
(T-) "=T ODT’*T*) =(T'). 

例 2 设 X,7 是 赋 范 线性 空间 ,T : X 一 Y 是 一 有 界线 性 算 
子 ,M= 二 R(T) 是 T 的 值 域 的 闭 包 ,证 明 :M’==N(T*). 

证 因为 ,车 M 关 名 是 赋 范 线性 空间 XX 的 任意 子 集 , 则 称 

M:={fEX’*|f(r)=0,YV TEM} 

为 M 的 零 化 子 . 若 f,gE€EM, 则 af 十 BgE€M' ,所 以 AM 是 癌 量 了 于 空 
间 ， 阁 fEM, 则 存在 f.€M ,使 得 f, 一 f.V xEM:, 有 
f(rx)=0, ACOP CoE | z ->0， 
从 而 EM', 所 以 M" 是 闭 集 . 

由 于 gEM'eST'g)(z)=g(Tr)=0, 
故 V zEX, 有 Tg—0OgEN(T'). 

例 3 设 B 是 赋 范 线性 空间 X 的 对 偶 空间 X' 的 子 集 ,B 的 零 
化 子 定义 为 "B= 二 {xEXIf(z)==0,fEB}, 证 明 ; 在 例 2 中 ,R(T) 
CN(T'), 方 程 Tx==y 有 人 解 的 条 件 是 什么 ? 

证 VY yER(T),] zxEX, 使 得 y= 二 Tz. 令 gEN(T*), 则 
gl(y) 二 g(Tzx)=(T*g)(z)==0, 于 是 yE°N(T'). 由 yy 的 任意 性 ， 
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所 以 R(T)C"NCT'), 而 方程 Tz 二 y 有 人 解 z 的 必要 条 件 是 ,对 于 所 
有 的 gEN(T'*), 有 gl(y)= 二 0. z 

例 4 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 风 人 算 子 rt 定 义 为 XX 对 "* ,xz 一 
x”"" ,其 中 x" “(4)= 二 f(z) 对 于 一 切 f/EX'* 成 立 . 当 r(X) 一 和 “时 ， 
称 和 为 自 反 的 . 证 明 : 对 于 巴 拿 赫 空间 X,X 为 自 反 空间 的 充 要 条 
件 是 忒 "为 上 自 反 的 . 

证 ”因为 r(z) 一 和 “xz (人 ( 门 天 z) 其 中 zE 瑟 ,JEX .类 
似 地 , 记 和 "一 和 的 峻 入 算 子 为 Tr. 

必要 性 ”要 证 XX" 自 反 ,只 需 证 7 是 满 射 即 可 . 设 ze ”6E 
匀 ""*, 作 关上 的 泛 果 x (zz) 一 z (CrCz)) 显然,zo EX .因为 
XX 自 反 , 则 可 取 zEX, 使 得 r(x) 二 zx"* ,于 是 

tT (Xe) rT "=r" "(x0 )=r(r) (ro )=xo0 (7) 
一 Z0 “(tr))=z0 "(rT ). 

即 对 任何 x* “EX**, 有 Tre D(z ) 一 zz ) 亦 即 (ze ) 
一 ZI "从 而 二 是 满 射 , 和 7“ 目 反 . 

充分 性 ”用 反 证 法 证 ， 设 XX* 自 反 , 而 关 不 自 反 , 即 闭 子 空间 
r( 义 ) 关 XX** , 则 由 哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 ,存在 非 零 元 ze"" EX” ,使 
得 zt"* (r(xz))= 二 0 对 于 一 切 zEX 都 成 立 . 因为 ,车 有 zs EX ”使 
得 (ze ) 二 xz5”“”, 则 

To (Zz) 一 r(Z)(zo ) 一 Zo ”CrGCz)) 一 0， 

故 zi 二 0,; 从 而 x '*= 二 Tt (ze ) 二 0, 导 出 了 矛盾. 所 以 卫 必 上 自 肥 . 

例 $S 设 Y 是 赋 范 线性 空间 X 的 真 闭 子 空间 , 任 取 xo€EX\Y， 
令 3 二 inf ey 一 zx。 | 表示 ze 到 7 的 距离 ,证 明 : 存 在 一 FEX" ,使 得 
EF 二 1, 且 对 于 所 有 的 yEY, 有 F(y) 二 0,F(zo) 二 6. 

证 考虑 由 Y 与 ze 张 成 的 子 空间 ZCX. 在 Z 上 定义 有 界线 性 
沁 明 为 

f(z)=f (yazxo)=ad, 
证 明了 满足 上 f==1, 青 用 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 将 了 延 拓 到 关上 , 即 
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得 满足 条 件 的 到 

对 于 每 个 zEZ=span(YU(zo)) 有 惟一 表示 式 :z 一 > 一 azo, 了 
为 线性 是 显然 的 . 因为 Y 是 闵 的 ,所 以 汪 0, 7 和 关 0. 当 a 一 0 时 ,V y 
EY,f(y) 一 0. 对 于 a=1 与 y= 二 0, 有 f(zo)==6. 

以 下 证 明 上 有 界 . 当 a= 二 0 时 ,得 f(z)=0. 令 a 关 0, 由 题 设 条 件 
并 注意 到 (一 1/a)yE€EY ,得 

[f(z)1=1ald= 1alint | y—zol 
<lal |‖ —y/a—zo ll = | y+azo ， 

即 |f(z)| 志 上 zj , 故 f 有 界 且 fe 寺 1. 

又 根据 下 确 界 定义 ,Y 必 包 含 一 序列 {y,) ,使 得 上 ‖y, 一 zo 一 
6. 令 z, 一 y, 一 Xo;y 则 f(z,) 二 一 6, 且 

1 spp, E> TT TT 1 

即 | AL 兰 1 

综合 以 上 两 不 等 式 得 上 f= 二 1. 

例 6” 设 赋 范 线性 空间 X 的 共 轿 空间 XX" 是 可 分 的 ,证 明 :XX 古 
可 分 的 . 

证 ” 设 X* 是 可 分 的 , 则 单位 球面 一 { 六 下 /三 TCRX 也 
包含 一 稠密 子 集 {f,} ,因而 f,EU", 有 

上 天 上 = sup ,| 刀 (z)| 一 1 

依 上 确 界 的 定义 , 必 可 找到 上 zx, ==1 的 点 zx,EX, 使 得 |f,(z,) | 
之 1/2. 令 Y 二 span(z,), 因 为 Y 有 一 可 数 的 稠密 子 集 , 即 系数 的 实 
部 与 虚 部 均 是 有 理 数 的 zo 的 所 有 线性 组 合 的 集合 ,所 以 了 是 可 分 
的 . 

现在 用 反 证 法 证 明 Y== 义 . 设 了 关 基 , 则 因为 Y 是 闭 的 , 则 依 例 
5, 存 在 FEX' ,上 Fi =1. 对 于 所 有 的 yEY, 有 Ff(y) 一 0. 因 为 zz 
EY, 则 F(z,) 二 0, 且 对 于 所 有 的 nn, 有 

1/2 所 [fri) |= | fr) — F(zr,) | 
=|(f.—F)Cz) | fF :lz,l. 


* 140。 


而 上 z= 二 1, 所 以 上 一 Fe 之 1/2, 导 出 与 {f,} 在 U' 中 稠密 让 
盾 . 于 是 了 Y 王 和 , 即 X 是 可 分 的 . 

例 7 在 例 5 的 假设 下 ,证 明 :X 上 存在 一 有 界线 性 泛 函 疡 ,使 
得 
上 天 让 王 1MS，V yEY 
有 hl(y)=0, AP(zo) 一 1. 

证 令 h 二 F/6, 由 于 Fil==1, 所 以 上 hj 二 1/6.Y y€EY, 因 
为 F(y) 二 0, 所 以 h(y)= 二 0, 且 

h(xzo)=F(r0)/6=6/6=1. 

例 8 设 M 是 赋 范 线性 空间 的 任意 子 集 , 证 明 :.zxo€X 为 4= 
spanM 的 一 个 元 素 的 充 要 条 件 是 ;对 于 使 得 fiwm 一 0 的 每 个 了 7E 
及 ", 有 f(zxo)=0. 

证 必要 性 若 zo€4, 则 必 有 序列 {zx,}CspanM ,使 得 x+, 一 
xo， 对 于 满足 fx 二 0 的 每 个 EX" ,及 Czo) 一 0 由 于 了 是 连续 
的 ,所 以 

f(zxo) =limf (zx,) 一 0. 

充分 性 ”用 反 证 法 证 . 设 zeE4, 则 依 例 5, 存 在 REX"” ,使 得 
Fl4 一 0,F(zo) 关 0, 从 而 与 题 设 巴 盾 , 故 必 xz6€ 4. 

例 9 设 赋 范 线性 空间 X 有 一 包含 n 个 元 素 的 线性 无 关子 集 ， 
证 明 :在 共 斩 空 间 和 "中 也 有 这 样 的 集 . 

证 设 {zi,z2，"… ,Zz,} 是 XX 中 的 线性 无 关 集 , 则 依 例 7, 在 X 上 
存在 n 个 有 界线 性 泛 函 族 ,f;，,… ,f,, 使 得 

fizi)=1, f(x) =0 (kD). 


二 0, 则 VY xEX， 有 让 (Crz) 一 0, 分 别 取 工 一 ZiyZzz， 


“ ,Xn， 可 得 7; 二 0, 可 知 集 {有 fi,f;，… ,ff } 在 X* 上 线性 无 关 . 命题 得 
证 . 
例 10 设 久 为 赋 范 线性 空间 ,MCX"* ,证明 . 
Mi 二 {x|fEX* ,f(z)==0, 对 于 一 切 fE MM 成 立 )} 
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为 了 “的 闭 子 空间 . 
证 设 (六 CAM- ,ffEX", 则 VY xzEM, 有 
f(x)=0, 1 (7)=limf,(z)=0, 
所 以 fEM-, 即 M- 是 X* 的 闭 子 空间 . 
例 11 设 外 为 赋 范 线性 空间 ,MCX' ,证 明 : 
MM 二 {zxEX,f(z)==0, 对 一 切 fEM 成 立 } 
为 X 中 的 闭 子 空间 . 
证 设 {z.}CMi ,zzEX, 则 V fEM, 有 
f(x,)=0, f(z)=limf (xz,)=0, 
所 以 TE M1;, 即 Mi 是 X 的 闭 子 空间 . 


例 12 车 xz,EC[a,6]; 且 zx 一 >xzEC[a,6b], 证 明 : {x} 在 
[a ,bj 上 是 逐 点 收敛 的 , 即 对 每 个 :€E [a ,60141, (zu 收敛 . , 
证 ”首先 ,对 于 固定 的 mpE [a,6], 在 C[a,b] 上 定义 有 界线 性 
沁 明 6 ,有 564(z)= 二 z(to). 


由 Zz 一 >z, 则 人 (zs) 一 86.(z), 即 z(to) 一 z(to). 因此 ,{z,} 在 
例 13 设 卫 二 [ee 二 (0,0,*… ;0,1,0，, … ) ,11 二 1 2， 四 ,证 明 2 
——yv—— 


中 


te 不 强 收 伍 于 0, 而 e。 .pg. 
证 因为 ‖e. 有 ==1, 所 以 {e,}) 不 强 收 化 于 0. 
又 由 (2 一 六 , 妈 Y 三 EX ,存在 7 一 (7 ,7 ) 生 忆 ,使 得 


f(x)= > za T= (T1729 EL, 


于 是 Fre ) 一 7 _>0 (n>o00), 即 e, -到 -0 
例 14 设 有 瑟 L0,2rj 上 的 泛 困 序列 ( 态 站 ， 


f(z)=| xDsinnzdt， z€E LF0,2n], 


证 明 ;f, 至 *0, 但 { 广 ) 并 不 强 收敛 于 0. 
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证 因为 上 .| = max |sinnt| 二 1 ,所 以 (ff,} 并 不 强 收 敛 于 0. 
当 工 是 三 角 和 多项式 时 ,由 分 部 积分 可 得 


2 
f(z) = 二 | x! (1)cosntdi>0, n>o0. 


由 于 上 f=1 及 三 角 多 项 式 全 体 在 [0,2x] 中 的 稠密 性 ,立即 
得 到 ,对 于 任何 xE Li[0,2x], 有 


f» (z) 一 | zsinntds>0 (n— oo0). 
例 15 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,TE BC(X,Y) ,1x,} 是 匀 中 一 


点 列 , 若 zx， >zo, 证 明 :Tzx, 一 =Tzo 
证 ” 任 取 hEY"* ,定义 为 
f(r)=h(Tz), TEX, 
则 了 线性 是 显然 的 ， 因 为 AEY”", 且 了 有 界 , 有 
[IfCz) =|ACTz) ENA Tz 
所 以 fEX*. 又 因为 


Tn of (ZT,) > (zo), 


即 有 CTz)>hCTz) ;而 是 任意 的 ,从 而 Tx, 一 >Tx. 
例 16 设 s, 一 (0,… ,0,1;,0,…)ED 证明 : 
nn 
。 9, 但 6 一 >9 不 成 立 . 
证 因为 = (Co)"* , 而 六 z= (rT19T29 "Tn ) ECo 有 lmz, 


一 0, 所 以 e,(zX) 二 XxX, 一 0 (n 一 00), 即 e， 加 0 
但 是 0)"* 一 /”, 取 f= 二 0,1ly 1 …) 所 三, 则 
fle,)=1,， 1 一 1], 2. 


豫 
所 以 Ce) 和 0(C0 一 co)， 即 e, 一 (0 


例 17 设 {x,}),{y,} 是 赋 范 线性 空间 中 的 两 个 序列 ,证 有 明 ， 
恰 绥 习 遇 
Try 一 一 > 一 > 十 和 一 一 十 7》 和 az 一 一 QZ， 
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其 中 a 是 任意 数 . 
证 因为 /EX' 是 线性 的 ,所 以 由 z, zx,y, 要 -有 


f(r ys) = fT yf rtf yy) = fry), 
f(azx,)=af (zx)—>af (zr)= f(azx), 
弱 弱 
HL Xs 十 yy 一 XX 十 yy yar 一 一 ”QZ 
例 18 ”在 赋 范 线性 空间 X 中 ,车 zx, 一 >z。, 证 明 ;xo€EY7, 其 中 
Y=span{xz,}. 
证 ”用 反 证 法 证 . 设 xzo。€Y, 则 依 例 5 ,存在 一 FEX" ,使 得 VY y 
所 了 ,有 
F(y)=0,， 六 (zo 一 9 一 1 | y 一 zo | 之 0. 
所 以 {F(z,)} 不 收 人 敏 于 F(zo) ,导出 与 x, 一 >zo 秘 盾 ， 从 而 必 有 工 。 
所 了 
例 19 设 {z,} 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 弱 收 敛 序列 ,证 明 :存在 
一 个 由 {zx,) 的 元 素 线性 组 合 构成 的 序列 {ym) ,ym 一 >zo. 
证 令 Y 二 span {Xx,) ; 则 依 例 18,zxoEY. 由 闭 包 的 概念 ,存在 Y 
中 的 序列 {ym} ,使 得 yw -人 因为 y, EY 二 span{z,) ;所 以 yn 是 
{zx} 元 素 的 线性 组 合 . 
还 可 以 证 明 :4 中 任何 弱 收 全 的 点 列 必 是 强 收 钙 的 . (证明 比 
较 复杂 ,上 略 .) 
例 20 设 工 ， zo, Blim | Tn | < 十 co ,证 明 : 
| xo | <lim | zx, | . 
证 Y fEX', 有 f(z,) 一 f(zo), 于 是 
| zo = SnP ， [7FCzo)| 一 suP ， |lim fz,) | 
< sup lim | 四 一 lim | xz | . 
例 21 在 实 ( 或 复 ) 的 赋 范 线性 空间 六 中 的 弱 柯 西点 列 , 是 指 
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对 及 中 的 点 列 {z.},V fEX" ,序列 {f(zx,)}) 是 R 或 C 中 的 柯 西 序 
列 (limf(z,)). 证明: 弱 柯 西点 列 是 有 界 的 . 
证 设 {zx,} 是 弱 柯 西 序列 , 定 义 g,EX"' 为 g,(f)==f (zs). 因 
为 {f(z,)} 是 柯 西 序列 ,所 以 是 有 界 的 , 即 
[f(zo)|= |g Cf) |<c. 
由 于 成 " 是 完备 的 , 则 由 有 界 性 定理 可 得 
| zl = | gl ac. 
例 22 ”如果 赋 范 线性 空间 X 中 的 每 个 弱 柯 西 序列 在 匀 中 是 
弱 收 化 的 , 则 称 叉 是 弱 完 备 的 ， 证明 :车 XX 是 自 反 的 , 则 X 是 弱 完 
备 的 . 
证 设 {z,} 是 和 中 任意 弱 柯 西 序列 , 则 Y AEX*,{f (zs)) 均 
收 伍 ,对 于 zx, EX, 存 在 g,:EX"' ,使 得 g, (==f(z,) ,所 以 (gn(7)1 
也 收 伍 , 即 g.(/)->g(f). 由 例 21 知 , {xz,} 有 界 , 且 上 g,。 1 = 
| xz; 上 .于 是 
gH Nle g++ gf Naetel fH. 
取 e= 上 fl , 当 z>N 时 ,有 
gf |Q+e) |， 
从 而 知 f 有 界 . 而 由 定义 g(/) 二 limg.(f) 知 ,8 是 线性 的 ,从 而 g EE 


又 "**. 又 由 叉 是 自 反 的 , 必 存 在 TEX, 使 得 YW fEX*, 有 g(f)== 


f(z). 所 以 f(x) 一 f(z), 即 x, 一 xz. 由 {zx} 的 任意 性 知 ,X 是 弱 
完备 的 . 

例 23 设 X 是 可 分 的 赋 范 线性 空间 ,M 是 X" 中 的 有 界 集 , 证 
明 :M 中 每 个 点 列 含有 弱 * 收敛 的 子 列 . 

证 ”对 M 中 的 任 一 有 界 点 列 {f) ,存在 常数 C ,使 得 上 ,二 C 
Cn 一 1,2,…). 取 X 中 稠密 点 列 {z,}. 因为 |f.CzD)1<C zl (n= 
1,2,…) ,所 以 有 {ni} 己 fn) ,使 得 {fCz1)} 的 子 列 {fCz1)) 收 化 

类 似 地 ,有 {fzCza)), (fa (zs)),… 收 钱 ， 即 得 子 列 { 共 } CC 
(2 入) ,上 且 对 7 委 1, {fx (zx))) 收 人 钱 . 
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考察 {ni} ,对 任何 7, (zi))} 收 和 伍 . 由 于 (zi 在 X 中 稠密 ， 
1 入 C (4 二 1,2,…), 故 知 点 列 {f4(z)) 关 于 一 切 zEX 均 收 
化. 
例 24 若 S,,T,EB(X-~>Y 了 ), 且 {S,) 与 {4T,) 分 别 强 收 化 于 S 和 
全 ,证 明 ;{5S; 十 T,} 强 收敛 于 S$S 十 T. 
证 因为 ,YZzEX, 有 
上 C5; 十 T,)zx 一 CS 十 T)z | 
< 妇 |S.z 一 Sz| 十 下 Tiz 一 Tz 玫 一 0 (n—>o0),， 
因此 ,S, 十 了, 强 收 化 于 5S 十 TT. 
例 25 证 明 : 弱 收敛 => 弱 * 收 化 .车 外 是 自 反 的 ,其 逆 也 成 
立 . 


证 设 {f.}CX*, 且 /一 >/, 则 V gEX'*, 有 g(f)g 
(BY zER,I gL EX fr) gf rg Nz) ,Bf 


ff. Ey 


若 和 是 目 反 的 , 即 Y gEX"" , XE 多, 使 得 f(z)=g( 有 对 任 


意 /EX' 均 成 立 . 因此 , 弱 " 收 合 :f. >/ 二 g(f) 一 g(f)= 
f,.(7X)— f(r)—0. 

例 26 设 T,EB(X->Y),n 二 1,2,…, 证 明 :T, 一 T 当 且 仅 当 
VY se>0, 3 NC 只 依赖 s) ,使 得 对 所 有 >* 盖 N 和 所 有 范 数 为 1 的 x€ 


和 ,有 
| Tzx— Tz || <e. 
证 ”必要 性 设 T, 习 T, 且 上 z= 二 1, 则 由 
17T,z—Tzi 志 |T,—TI zl|=17,—TIl=0 


知 , Y se>0, 总 存在 六 ,使 得 对 于 所 有 xz 之 N 和 所 有 范 数 为 1 的 x€ 
多 ,有 Tz 一 Tz <<e. 
充分 性 ” 若 题 中 条 件 成 立 , 则 
[Ty—Ty|<e (n>N, yl=1. 
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对 于 任意 固定 的 x 关 9, 设 y= 二 x/ 上 zj ,有 
[7T.z—Tz|= 17T,y—Ty| zl<ellzl, 
从 而 ,对 于 所 有 nN, |‖ 7T, 一 了 | 委 e. 
例 27 设 从 赋 范 线性 空间 有 到 Y 的 线性 算 子 定义 为 Tx= 


Dy fm), zEX, 其 中 六 EX' ,ziEY,i 二 1,2,…,n, 证 明 ， 
T*g= 2 so 
证 因为 Tz 一 了/.(z)z, 所 以 Y gEY" ,有 
g(Tzx)=g| DfiCa)) = Do fra = > a), (zx), 
但 g(Tr)=T'*g(z)=| Daa) (z)， 


因为 z 的 任意 性 ,所 以 T"g= Dg C2) fi 
例 28 设 k(s,t) 是 [a ,bX[a ,5b | 上 的 可 测 函数 , 且 满 足 
[| la hasd<o GD 


映 身 (gz) Cs)=| ks, zdt, xzE Lr[a,b] 


验证 上 是 Lr[a,61] 到 Lr[a,651(1/p 十 1/9 二 1) 内 的 有 界线 性 算 子 ,证 
明 : 


在 
(a g)(5)=| kG) gdt, gELr[a,b]. 


证 ” 先 验 证 & 是 有 界线 性 算 子 . 
对 于 xELrLa;,6bj],; 有 
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Iazl ,一 (| ln =|| 


< 人 foeorallaena 
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| | Ac,pzcod: 
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ds 


=-{| | cppaasj Hz, 
所 以 ,上 是 线性 有 界 算 子 , 且 


pre 179 
储 尖 | <(| | [Cs [dads] 


由 于 (La,61)*==Lr[a,6j, 故 VY gEL’*[a,6b],TE€EL?[a,b], 
有 


d 在 6 
gCkz)=| (kz) (gdt=| [| ,zds) g(a 
sre 
=| | ktss) rs) gdsdt 


=| | | klt,s)g dt zs)ds. 
但 ger)=k* g(r), kg€ La,b) =L[a,b)], 


所 以 (R g)(s) =| (eg de. 
例 29 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,证 明 下 列 命 题 等 价 : 
(1)X 可 分 ; 


(2) 闭 单位 球 SC(X)=={zx| zj 和 志 1}) 可 分 ; 

(3) 单 位 球面 Sr(X) 一 (zl 下 zl =1) 可 分 . 

”证 GD)=>>(2)， 和 耕 可 数 集 4 在 X 中 稠密 , 则 41fhs(X) 是 4 

(X) 中 的 可 数 稠 密集 ,从 而 闭 单位 球 S( 和 ) 一 (zz 下 委 1 可 分 . 
(2) 二 > (3). 若 4 是 S(z) 中 的 可 数 稠密 集 ,Y zEA4,z 天 0，, 令 了 

二 zx/ 上 zj (0'==0), 则 A4'=={zx'EAh} 是 5S 中 的 可 数 稠密 集 . 因为 ， 

事实 上 VY xXESp(X), 上 zi 二 1, 若 上 xz, 一 zx 一 0 (mn 一 oo), 必 有 

上 Ez 一 上 z==1. 于 是 : 


) bs x 工 过 
| 一 | | 一 
| Le 一 |<| 和 -T+ 二 一 
< - “|| 工 ,一 工 | +lzl| 二 Tr 三 一 | (n ) 
所 以 ,Sr(X) 是 可 分 的 . 


(3) 一 (1). 设 ziy,zz，… 是 Sp( 久 ) 中 的 可 数 稠密 集 , 记 B= 
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{rza|r 为 有 理 数 ,n= 二 1,2,…)}, 则 B 是 X 中 可 数 稠 密集. 因为 ,事实 上 
VYZzEX,z 关 0,z =z/| 上 zl ESp(X), 若 xz,ESp(X),T—>zx, 取 r， 
王 上 zz 上 , 则 zjz 一 z ,rz 一 B, 从 而 知 B 在 XX 中 稠密 ,X 是 可 分 的 . 

例 30 证 明 : 在 任意 的 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 ,点 列 的 弱 收 仿 
与 强 收 伍 是 等 价 的 . 


证 ”由 定义 知 , 强 收敛 的 点 列 一 定 弱 收敛 , 故 只 需 证 弱 收 全 的 
点 列 一 定 强 收 伍 即 可 . 

在 任意 维 赋 范 线性 容 间 叉 中 取 一 组 基 el ,es,…,e,, 则 VY 对 
X, 有 zx 一 了 1&ci. 由 第 一 章 第 七 节 定理 10 知 ,存在 正常 数 C,,C:, 使 
得 

ci 站 “< | zl <cl 站 


对 于 一 Wz Dé 成 立 . 若 记 /i( te) ==&,, 则 ff 是 XX 上 的 线 
性 泛 函 ， 由 于 
1 
fC Sellzl, 


故 f:EX"* ,i 二 ],2,…,n( 有 限 维 赋 范 线性 空间 上 的 线性 沁 函 是 连 
续 的 ). 


蓓 Toy 工 后 和 ,Tv -可 则 对 于 ;一 1,2,.…,m, 均 有 f(r) —> 
f(x) (n— oo ) . 因此 ， 


| z,—z | <C;( 2 [fiCzs)— fi(7) 上 ”一 0， 


强 
Bx, 一 一 > 工 . 
本 例 实际 上 说 明 ， 对 有 限 维 赋 范 线性 空间 ， 点 列 按 范 数 收敛 等 
价 于 各 相应 坐标 的 收敛 . 
例 31 设 MM 是 赋 范 线性 空间 X 的 闭 线性 子 空间 ,证 明 : 竺 
(x)CM,H zx ,NzoEM. 
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证 用 反 证 法 证 . 若 zoEM, 则 由 题 设 知 ,dg 一 pCrzoAM) 0. 于 

是 , 依 泛 琐 延 拓 定理 , 必 可 取 到 FE X* ,使 得 
f(zxo)=d,， f(x)=0, xEM, 
从 而 F(z,) 一 0. 但 是 -县 ，, 故 
f (zo)=limf (zx,)=0, 
守 出 巴 盾 . 因此 必 有 xoE MM. 

例 32 设 E 是 赋 范 线性 空间 X 的 弱 紧 集 ,p : E 一 R 是 弱 下 半 
连续 泛 函 ,证 明 :p 在 天 上 可 达到 极 小 值 , 即 存在 zoE 五 ,使 得 PCzo) 
—infg(z). 

证 ” 先 证 9 在 上 上 有 下 界 . 设 9 在 FE 上 无 下 界 , 则 Y nn 之 1,3 z。 
EE,HKz,)<—n. 因为 E 弱 紧 ,不 妨 设 x 一 >zxo€ EE， 由 ?的 下 半 连 
续 性 ,有 

HXo)E lim oz) 一 一 co， 
导出 与 9 定义 矛盾 . 故 ? 在 互 上 必 有 下 界 . 
其 次 , 若 取 点 列 {z*}E 已 ,使 得 Kx) 一 infp(Cz), 则 必 有 子 列 z 
一 zo€E， 由 下 半 连 续 性 ,有 
Hzo) ES lim px,,) 一 in{ p(x). 
又 YXzo) 之 infpCz) 显 然 成 立 , 故 9zo) 二 infp(z). 
现 将 几 个 常用 共 固 空间 与 线性 泛 函 列 出 : 


(0) "="， f(r)=airitarz 二 Tar. 
(1?) "=, f(z)= Der, 
Cs =， f(z)= Dar, 
C*=L,， f(x)=alimz, Dor,. 
"oo n=1 


， 6b 
(Lo 一 六 | zg dt. 


(Cla 六” 一 VolLa 六] ， fC)=| zdg le). 
其 中 1 夺 p 二 oo,1/p 十 1/g=1. 


第 五 他 逆 算 子 与 开 上 映射 定 理 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,AEB(X 了 ). 知道 
算 子 4 存在 ,RC(A4)== 了 , 且 A 为 有 界线 性 算 子 , 则 称 4 是 正则 算 
子 . 

定理 1 线性 有 界 算 子 4 为 正则 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 定义 
在 Y 上 的 有 界 算 子 C, 满 足 

CA=J1x, AC=1y. 

定理 2 设 和 ,7 是 赋 范 线性 空间 ,AEB(X>Y) 是 正则 的 , 则 
4 "也 是 正则 的 , 且 (4- = 二 (4*) 

定理 3 设 和 ,7Y,Z 是 赋 范 线性 空间 ,如 果 有 A 和 4 是 XX 到 Y 上 的 正 
则 算 子 ,B 是 Y 到 Z 上 的 正则 算 子 , 则 BA4 是 XX 到 Z 上 的 正则 算 子 ， 
并 且 有 (BA) = A471B-. 

2. 定义 2 设 久 ,Y 是 两 个 距离 空间 ,映射 f : X 一 Y, 铬 f 把 定 
义 域 万 (万 的 每 个 开 集 喘 为 值 域 尺 ( 亡 中 的 开 集 , 则 称 卫 为 开 上 映射 

定理 4 设 工 是 巴 拿 赫 空间 X 到 巴 拿 赫 空间 Y 的 有 界线 性 算 
子 , 且 TX=Y, 则 对 于 任意 a 这 0, 必 有 5650, 使 得 TN (0,a) 在 
N (0,a6) 中 稠密 . 

定理 $C《 开 映射 定理 ) 设 人 是 巴 拿 赫 空间 X 到 巴 拿 赫 空间 了 
的 有 界线 性 算 子 , 且 了 TX= 了 Y, 则 了 是 开 上 映射 

3. 定理 6( 逆 算 子 定理 ) 设 T 是 巴 拿 赫 空间 X 到 巴 拿 赫 空间 
Y 的 有 界线 性 算 子 , 且 是 式 到 了 Y 上 的 双 射 , 则 逆 算 子 了 ”一 定 是 
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有 界 算 子 . 


4. 设 X 是 线性 空间 ,在 X 上 有 两 个 范 数 |。 1 ，| 。， | 并 
满足 条 件 ‖z ascilzlasyzEX 和 ,其 中 C 为 非 负 常数 , 则 称 范 数 
上。 由， 对 范 数 外 。， 1 是 连续 的 ,或 称 范 数 外 . 用: 强 于 范 数 
外 站 必 即 下。 站 杏 于 | 下， 下 2 

定理 7 设 在 线性 空间 XX 上 有 两 个 范 数 | 。 | 四， 下:, 知 芒 
关于 这 两 个 范 数 都 成 为 完备 的 赋 范 线性 空间 ( 巴 拿 赫 空 间 ), 且 范 
数 外 。 | :关于 范 数 站。 是 连续 的 ( 即 狼 。 人 弱 于 和 。 上 ;)， 
则 范 数 上、 关于 范 数 外 “省 :连续 ( 即 | 。 |: 绊 于 | 外， | 1>. 
从 而 | 上， 几 与 下， 目 : 等 价 . 


S. 定义 4 设 X,7 是 赋 范 线性 空间 ,7 : D(T) 一 Y 是 一 线性 
算 子 ,DCT)CX, 车 工 的 图 像 
G(T)={(x,y)|rTED(T), y=TZx) 
在 赋 范 线性 空间 关 XY 中 是 闭 的 , 则 称 工 为 一 闭 线性 算 子 . 
定理 8( 闭 图 像 定理 ) 设 义 ,Y 是 两 个 巴 拿 赫 空间 ,T 是 D(7T) 
CX 到 Y 的 闭 线性 算 子 , 若 D(T) 是 闭 线 性 子 空间 , 则 TT 是 连续 的 . 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 逆 算 子 概念 ? 

答 ”线性 算 子 的 逆 算 子 是 与 算 子 的 “ 除 ? 法 运算 联系 在 一 起 
的 ,因为 各 种 类 型 的 方程 总 可 以 归纳 为 一 般 的 算 子 形式 Ax==y. 这 
里 , 算 子 4A 是 从 空间 X 到 空间 Y 的 一 个 映射 ,y 是 空间 了 中 的 已 知 
元 ,z 是 空间 X 中 的 未 知 元 . 要 确定 方程 A 一 y 对 每 个 yEY 何 时 
有 惟一 解 x 存在 ,zx 连续 地 依赖 于 y, 就 要 讨论 4 一 在 什么 条 件 下 存 
在 县 是 定义 于 全 空间 的 连续 算 子 . 

当 A 是 从 空间 XX 到 空间 Y 的 算 子 ,其 定义 域 和 值 域 分 别 为 
D(A) 和 RCA) 时 , 若 A4 是 单 射 , 即 Y zy,yED(4) 且 z 关 y 时 ,4z 和 天 
4y，, 则 称 算 子 4-1: RCA4) 一 D(A4A),Ax 一 Xz 为 4 的 逆 算 子 . 

显然 ,D(4-0)=RC4),RGC4-1)=D(4). 若 4 是 线性 算 子 , 则 
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4 :也 是 线性 算 子 ._ 

2. 闭 图 像 定 理 的 意义 是 什么 ? 

答 闭 图 像 定 理 在 验证 算 子 是 连续 算 子 时 是 很 有 用 的 , 它 被 
用 来 验证 某 些 线性 算 子 的 有 界 性 ,特别 是 用 泛 函 分 析 方 法 研究 偏 
微分 方程 时 较为 重要 .一般 地 ,对 于 偏 微分 算 子 要 直接 验证 它 的 连 
续 性 是 比较 困难 的 . 因此 ,可 以 用 算 子 成 为 闭 算 子 的 充 要 条 件 , 先 
验证 某 些 微分 算 子 是 闭 算 子 ,然后 再 利用 闭 图 像 定 理 证 明 它 们 是 
连续 算 子 . 

当 讨 论 距离 空间 上 的 连续 映射 时 ,如 果 它 的 定义 域 是 闭 的 , 则 
映射 必 是 闭 上 映射， 从 而 ,由 闭 图 像 定 理 可 知 ,一 个 从 巴 拿 奉 空间 到 
巴 拿 赫 空间 的 线性 算 子 ,如 果 它 的 定义 域 是 闭 的 , 则 它 是 连续 算 子 
的 充 要 条 件 是 它 为 财 算 子 . 

在 闭 图 像 定 理 中 ,D(T) 是 闭 的 条 件 不 可 全. 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 辨析 与 理解 概念 ,了 解 其 简单 应 用 . : 

例 1 设 X,7 是 数 域 K 上 的 两 个 向 量 空 间 . 了 : XY 是 线性 
算 子 ,其 值 域 RCT)( 即 如 (TT)) 包 含 在 Y 中 ,定义 域 D(T) 
( 即 多 (T))CX, 证 明 : 

(1)T7T!: RCT) 一 D(T) 存 在 和 Tr 二 8 一 >zr 一 0; 

(2) 若 "存在 , 则 了 T7' 是 线性 的 ; 

(3) 若 dimD(T)= 二 nn 过 oo,T7! 存 在 ;, 则 dimR(T) 二 dimD(T). 

证 (1) 充 分 性 设 Trx 二 0 一 >Xx= 二 0, 又 设 Tz 二 Tx, 则 由 TT 是 
线性 的 ,有 / 

下 (zi 一 站 一 了 zl 一 了 zz 一人， 
从 而 z 一 zs 一 0 一 z 一 Zz， 即 TA 二 了 zs 一 > 二 Xz2; 故 T 是 一 对 一 
的 , 即 7” 存在 . 

必要 性 ”车 T-…! 存 在 , 则 Tz 二 Tzrs> zi 二 zz. 令 T1 一 0, 则 
Tri=0—>zr=0. 
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(2) 设 T-! 存 在 ,VY yi,y:E R(T), 必 3 zi,x;E€ D(C(T), 使 得 y, == 
dr, y= Tx. 于 是 x 二 Ty ,Tz=T yy. 对 任意 数 a,B， 由 工 的 线 
性 知 

ayit py=alrtplzr—=1 (axrt prz), 
因此 Ti(ay+Bys)=axr+hr=aT 十 BT !y;. 

而 T-: 的 定义 域 DCT -5 一 RGT) 是 向 量 空 间 , 所 以 了 :是 线性 
算 子 . 

《3) 由 本 章 第 一 节 例 3 中 题 (2) 知 

dimR(T)<dimD(T), 
对 于 TT ,有 z 
z dimR(T-T')dimDT ), 
而 dimR(T-T)=dimD(T), dimD(T-)=dimR(T), 
故 有 dimD(T)<<dimR(T). 

综合 以 上 两 式 ,得 dimR(T)==dimD(T). 

例 2 设 了 X,Y,Z 是 向 量 空间 ,T : X-~>7 和 S : Y->2Z 是 两 个 双 
射线 性 算 子 ,证 明 ; 有 乘积 ST 的 道 (S7) ! 存 在 , 且 (ST) = 
T1971. | : 

证 由 于 了 ,S 都 是 双 射 线性 算 子 , 故 T ,S 一 均 存 在 , 且 ST 
也 为 双 射 ,所 以 (CST) ! 存 在 , 且 

ST(ST) -1 一 7Tz， 
7z 是 空间 2Z 上 的 恒 等 算 子 , 从 而 
S-1ST(ST)-: 一 S-172 一 S . 
叉 由 S-1S—J1y=>T(ST) -一 S 1， 
两 边 乘 以 T , 则 由 T 7 一 7x, 得 
TT(ST) = (5T) 1!=T7S-\. 

例 3 设 和 是 由 所 有 2X2 阶 的 复 矩 阵 组 成 的 疝 量 空间 ,bE X 
是 一 固定 矩阵 ,用 乘积 Tx=bz 定义 了 : XX ,证 明 :T 是 线性 的 ， 
且 问 了 一 在 什么 条 件 下 存在 . 

证 ”由 和 矩阵 运算 性 质 知 ,T 的 线性 是 显然 的 ， 而 TT 存在 和 
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N(T) 二 40}, 即 b 为 满 秩 时 ,TT ! 存 在 . 

例 4 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,T : XX 一 Y 为 闭 线性 算 子 ， 
7 :YX 存在, 证明:7 为 财 线性 算 子 . 

证 取 {)CY,yEY,zEX, 使 得 当 2 一 co 时 ,加 一 yy 了 和 轴 
-> 了 

由 于 TT!y,EX,T(TT!y,) 二 yy; 而 T 为 闭 线 性 算 子 ,所 以 
Tz 二 y， 从 而 7T-!y 二 zx, 因此 7T 7! 是 闭 线性 算 子 . 

例 5 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,T : XX->Y 为 闭 线 性 算 子 , 证 
明 ， 

(1)X 中 紧 集 0Q 的 像 TQ 为 Y 中 的 财 集 ; 

(2)Y 中 紧 集 0, 的 原 像 T7100 为 XX 中 的 闭 集 . 

证 (1) 取 {zx.}CQ,Tz, 一 yEY， 由 于 人 2 是 紧 集 , 故 必 存 在 收 
敛 子 列 {z, }. 设 z. 一 +,TEQ. 又 Tr 了 y; 而 T 是 闭 线 性 算 子 ,所 
以 Tz 二 y, 即 yETQ. 于 是 TQ 为 了 中 的 闭 集 . 

(2) 取 {y,}C01,T-!'y 一 TEX， 因 为 Q) 为 紧 集 , 所 以 必 有 收 
分 子 列 {ya). 设 因 一 yyE0D 又 了 ya YT,T(T yn) = yy， 
而 T 是 闭 线性 算 子 ,所 以 Tz 一 》, 即 z 一 7 yET 人 .于 是 ,TT 
为 区 中 的 闭 集 . 

例 6” 设 T : XY 是 线性 算 子 ,并 且 dimX 王 dimy 一 ”<co ,证 
明 :R(T)==Y 的 充 要 条 件 是 7 存在 . 

证 ”必要 性 设 RCT)=Y, (61,6:，,… ,6b,) 是 Y 的 一 个 基 , 则 存 
在 ejE 和 ,使 得 六 一 Te 


令 21ae 一 9, 因为 了 是 线性 的 ,有 
DoT,= Do, —0. : 
由 于 6b ,6b,，… * ,bb, 如 性 无 闫 ， 得 w 一” 二 se -一 从 = , 故 (elyez，…， eC，) 
是 和 的 一 个 基 . 车 Tz= 9, 则 z 一 了 $1, 有 Tz 一 了 Te De 


i 二 1 
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一 0, 从 而 名 一 所 一 … 一 名 一 0, 即 z 一 0 由 例 1 知 ,T-! 存 在 . 

充分 性 由 例 1 中 题 (3) 直 接 可 得 . 

例 7 设 工 是 从 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 有 界线 
性 算 子 ,如果 存在 正 数 5, 使 得 V xzEX, 有 Tz 实 6 x 中, 证明: 
7 ”存在 并 有 界 . 

证 由 Tz 一 0 一 和 1zi 和 ll7zl=0 

—> | z | 一 0 一 ~z 一 0， 

则 依 例 1 中 题 民 ) 知 ,T-! 存 在 . 

因为 R(T) 一 了 ,VY yEY, 存 在 x+EX, 使 得 y 二 Tx, 即 TT!iy 二 x， 
从 而 


_ 1 
Ty = 地 上 Tz 上 = 志 yl 


综 上 知 ,T” 存在 且 有 界 . 
例 8 证 明 : 有 界线 性 算 子 7 : XY 的 逆 T” : R(T) 一 XX 不 
一 定 有 界 . 


证 取 ,一 (7 四 )， 了 一 一 一 一 一 


T-iy,—=z = ("=")=|*Y 7 | ， 
nN 二 了 7 
z 一 1 
则 yl Nal=Vi/2, LY ,, 


| y, 2 


从 而 TT-! 不 一 定 有 界 . 
例 9 证 明 : 由 (61,6,)|>&, 定义 的 T: R:>R 是 开 映射 ， 由 
(56) 瞩 (6&1,0) 定 义 的 映射 S : Rr->R? 是 开 映 射 吗 ? 
证 因为 Tr 二 6 ,zx 二 (&1,61),T 将 R? 中 的 开 球 映 成 R 中 的 开 
区 间 , 开 区 间 是 R 中 的 开 集 , 所 以 了 是 开 映 射 . 
S : (&1,6,) 一 (&1,0) 将 开 球 映 为 开 区 间 , 但 开 区 间 在 R* 上 不 
是 开 集 ,所 以 S 不 是 开 映 射 . 
” 例 10 举例 说 明 一 个 开 映 射 不 一 定 将 闭 集 映射 到 闭 集 上 . 
解 ” 例 如 , 例 9 中 的 映射 二 将 闭 集 {(61,6,)1&15,= 二 1}CR? 映 
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为 R\(0}), 而 R\0} 在 R 中 不 是 闭 的 . / 
例 11 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,z== {5} 是 只 有 有 限 个 非 零 项 的 
复 数列 ,其 范 数 和 定义 为 ‖ 工 | 一 sup | 与 | 又 设 了 是 由 y= 二 Tz 二 


6 人 本 6 定义 的 ,证 明 :了 是 有 界线 性 算 子 ,但 7-! 是 无 
界 的 . 
证 因为 
T(ar+By)=| (aé&it+ Bn) , 吉 (es 十 By) 1] 


1 
-a| 5 人 +H| 11 ,到 
一 caT zz 十 PT y， 
le |<suplé,|= | zx, 
J f 


即 ‖ 开 上 <1 ,所 以 人 是 有 界线 性 算 子 . 

又 T7iy 二 (p29 呈 ); 取 yy, 二 (K-60);, 则 zt 二 Ty 二 (64). 
l= | zl =| Tiy,l =Kl yl ,BB IT 1K.K=1,2,.， 
从 而 T-! 无 界 . z 

T-! 无 界 与 开 映 射 定 理 并 不 矛盾 ,因为 这 里 XX 不 是 完备 的 . 

例 12 设 XX 和 Y 是 巴 拿 赫 空间 ,T : X~>Y 是 单 射 有 界线 性 算 
子 , 证 明 :T-!: R(T)->X 是 有 界 的 , 当 且 仪 当 R(T) 在 Y 中 是 闭 
的 . 

证 ”充分 性 ”车 R(T) 在 Y 中 是 闭 的 , 则 R(T) 是 完备 的 . 由 开 
映射 定理 ,T-! 是 有 界 的 . 

必要 性 设 T-! 是 有 界 的 ,VY yE€ R(T)CY, 存 在 (yn? CC 
R(T) ,使 得 y, 一 y, 且 有 zx, 二 T-!'y。. 因为 T-! 是 连续 的 ,XX 又 是 完备 
的 , 则 依 连续 映射 定理 知 , {zx} 收敛 , 即 z: 一 +EX， 因为 T 是 连续 
的 ,y, 二 Tx 一 Tz, 所 以 y= 二 Tx€ RL). 由 于 yE 尺 CT) 是 任意 的 , 故 
R(T) 是 财 的 - 

例 13 设 工 : X->Y 是 有 界线 性 算 子 ,X,Y 是 巴 拿 替 空间 ' 者 

。 1]o7 * 


| Tz | =sup 


人 是 双 射 ,证 明 : 存 在 正 实数 a,65, 使 得 V zE 和 ,有 
alzle |Thea6hzrl. 
证 ”由 题 设 知 ,和 ,7 是 巴 拿 赫 空间 ,T : XY 是 双 射 有 界线 
性 算 子 , 则 依 开 上 映射 定 理 ,T 7! 是 有 界 的 . 因为 


1 二 TT TT ， 
故 上 7 六 0， 47TI|>0. 
令 2 一 1/ 7 站， 一 站 了 了 |， 
则 可 得 azji 委 17Tzjls2izil， 


设 和 是 线性 空间 ,了 与 M 是 X 的 两 个 线性 子 空间 . 着 L 门 M= 
‘0 ) ; 则 称 集 合 {Zi 十 工 ， [TEL,rnE AMf } 为 与 M 的 直接 和 和 , 记 做 
了 十 MY zxEL+ 十 M, 有 惟一 的 分 解 z 二 zi 十 xz， ,其 中 zx EL,zxsEM. 
当 和 一 工 十 Ma 为 数 时 ,有 “ 
(az)/=axi, (ZX 二 Ty)/=ZXz/ 二 yi, rT,yEX. 
例 14 设 XX 是 巴 拿 赫 空间 ,与 M 是 XX 的 两 个 闭 线 性 子 空 
间 , 且 = 工 十 MM. 证明 :XX 中 点 列 {x,} 收 化 于 工 的 充 要 灯 件 是 


TI >r, XY rn (n>oo), 
其 中 xz" ,zz 分别 是 xz,,zZ 在 工 中 的 分 量 ,z ,zo 分 别 是 zz 在 M 
中 的 分 量 ， 
证 -充分 性 车 zf 一 zi ,zi 一 zm, 则 


zz = zt+zr (ztrn) 
zzlt+ lz zl 0 n>o0). 
必要 性 ”在 和 王 民 十 X。 上 引入 新 的 范 数 
z= | zl 二 + | x, |. 
因为 了 ,AM 是 X 的 闭 线性 子 空间 ,所 以 L,M 也 可 视 为 巴 拿 赫 空 间 . 
取 {tzsj 是 和 中 按 半 ， 省 的 基本 列 ,由 于 
iz 一 z= 上 zz 十 zx 一 xz， 


所 以 tx ) (ze )} 分 别 是 工 ,M 中 的 基本 列 , 从 而 存在 Xz/EL,z, EE 
MM ,使 得 
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| zr zl ->0, | x7 —z, | —0. 
若 记 xz= 忆 十 ze， 则 有 | z, 一 工 ‖ 外 一 0 (rn 一 00). 

寓 X 上 人 恒 等 算 子 7 为 (X, | 外。 | 到 (z, | 外、 十 ? 的 算 子 ,明显 
地 ,了 是 线性 双 射 ,而 由 

外 7 三才 地 站 三 下 六 十 za 下 委 下 六 和 十 下放 生 下地 让: 
知 ,7 是 (X, |。 | 到 (于 下 ?的 连续 算 子 ， 由 逆 算 子 定理 ， 
六 是 (X, 站 。|1) 到 (CX, 站 。 1 的 连续 算 子 ,因此 , 当 {(z} 按 
十 收 僵 于 z 时 , 必 有 {z.} 按 上 。 上 i 收 伍 于 z, 即 蔗 按 是 ， 趾 ， 
也 是 巴 拿 赫 空 间 , 从 而 

TTT Tn (n>o0). 

例 15 设 卫 =L[1,0) 为 [1,oc2o) 上 勒 贝 格 可 积 孙 数 全 体 , 对 工 
EX, 按 范 数 上 z 二 | 1zc)1dz,X 为 巴 拿 赫 空间 ,证 明 :XX 上 算 
子 T: zxQ)>tr(t) 是 闭 算 子 ,但 D(T) 不 是 闭 线性 子 空间 . 

证 设 zoED(T),z,->Xzo,TXs 悦 yo, 显然 ,对 xo，yo€EXX, 且 对 
[1,o0) 上 几乎 所 有 的 1, 有 

z limz.(t) = zo(t), limtza(t) = yolt), 
从 而 ,对 几乎 所 有 的 1, 有 yoC) 二 tzoC2). 所 以 zoED(T), 且 7zo 一 
yo;， 即 工 是 闭 算 子 . 

又 人 是 无 界 算 子 , 当 取 zi) 一 Xost( 即 己 为 [az 十 1j 上 特 

征 函 数 时 ), 即 有 首 z. | 三 1. 从 而 


co 加 十 】 
| Tz, || -| tz. (dt=| tdt 这 n， 
1 


所 以 工 不 是 有 界 的 ,T 不 连续 . : 
因为 DC(T) 是 X 中 的 稠密 子 空间 ,但 DT) 尖 区 ,所 以 D(T) 不 
是 闭 线 性 子 空间 . 


例 16 设 闭 线性 算 子 工 的 逆 T-!' 存 在 ,证 明 :T” 是 闭 线 性 站 


子 . 
证 ”因为 人 是 线性 的 ,由 例 1 知 ,T-! 是 线性 的 .又 因为 
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G(T)CXXY 是 闭 的 ,由 (zx,y) 瞩 (y,z) 定 义 的 映射 人 XY 一 YXX 
是 等 距 的 ,于 是 G(TT!)=={(Tz,zx)|xzED(T)}CYXX 是 闭 的 . 所 
以 了 ”是 闭 线性 算 子 . 

例 17 设 和 ,7 是 赋 范 线性 空间 ,有 是 Y 是 紧 的 , 若 卫 : X-~Y 是 
闭 线性 算 子 ,证 明 :T 是 有 界 的 . 

证 ”因为 任意 闭 子 集 KCY 是 紧 的 ,由 例 5 知 ,K 的 原 像 在 X 
中 是 闭 的 ,所 以 T 是 连续 的 ,从 而 荆 是 有 界 的 . 

例 18 设 关 ,XX;, 义 , 均 为 巴 拿 赫 空 间 ,T,,T; 分 别 为 从 XX 到 XX， 
与 X; 的 闭 线性 算 子 , 且 DC(T,)CDCT,) ,证明 : 必 存 在 一 个 正常 数 
C ,使 得 

Tz ec(HTzl 二 + 上 zx >. 
证 在 积 空间 XXX, 中 定义 范 数 
Cz,z) 有 == 上 zl 十 x， 
因为 Ti 是 闭 线性 算 子 ,所 以 图 像 cCT 是 和 XXX 中 的 一 个 闭 集 . 
而 X,X, 是 完备 的 ,于 是 XXX, 也 是 完备 的 , 故 G(T,) 也 是 巴 拿 赫 
空间 . 

作 算 子 B : G(T 一 X,, (zx,Tiz)—>Tyzr, (zr,TIrT) EG(T)) ,可 
以 验证 B 是 一 个 线性 算 子 ， 又 ,车 有 序列 {Czx,,Tiz)}CGCTI), 使 
得 z 

(TsosT TI) TTIT), T2z 一 yy (n>00), 

则 由 假设 知 ,{z,)jCDGCT DCDCT >). 由 XXX， 中 范 数 定义 知 , 工 ， 
Tr,T Ty (2 一 ”>co), 和 而 了 。 是 闭 算 子 , 故 TED(T),T,rz= 二 y. 于 
是 BCz Tiz) 一 T2zr 一 y, 即 已 是 闭 线 性 算 子 . 

因为 DCB)=CGCT),X; 均 为 巴 拿 赫 空间 , 则 依 闭 图 像 定 理 ,B 
为 从 G(T1) 到 氏 ; 的 有 界线 性 算 子 ,从 而 必 存 在 常数 C ,使 得 对 于 一 
切 xED(T,), 有 

| 了 2? 工 | 一 | BCr TIZ) | <C | (zx, Tix) | 
一 CTzi 二 用工 站) 
例 19 设 (a;) 中 无 穷 和 矩阵 满足 
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了 >， lajy| :=<o0,1=1,2,……,， 
j=1 
7 ; [一 人 定义 为 xz->Tr, 其 中 
7 一 人 5， ,1 ,GCC 77Z 一 (7 7129 
?一 > asé;(i=1,2,") 


证 明 :7 为 有 界线 性 算 子 . 
证 设 {zis} Cl,z,yEl ,Ta>T,TIn>y (no0), 
T= (F162 5 过 一 (6 6) 


yy 一 (7 112 79" ), 
则 对 任何 固定 的 i, 有 


| Dat)| 
<| Da 一 7| 


有 ) + (| De Pa | 下 


al*) Hz 一 zl 十 Tz 一 yi >0 (n>o0)， 


故 ,7 二 se G 一 1,2,…), 即 Tz 一 y. 这 说 明 T 是 定义 于 整个 


上 的 闭 算 子 , 依 闭 图 像 定理 ,T 是 连续 的 . 
例 20 设 无 穷 矩 阵 (aij) 满 足 : 对 于 每 个 z= (人 ,62，…*)EL， 


二 Dak 二 1,2,…) 都 收 但, 且 y 二 ( 胃 , 和 加， jE， 令 y 二 了 TX， 


J 二 1 


证 明 :T 是 /~ 一 /“ 的 有 界线 性 算 子 . 
证 因为 Y T= (€1,62°"") EL ， ye6iG=1,2，…) 收 伊 , 所 


j=1 
人 , 知 取 二 -一 《signail yS1gDGi2 9""" » Signai >»""" ) Er , 则 有 
。 1 01。 


> lal = Deanignas ,1 二 1],2,* 


令 广 (z) 一 De ,£2 》 2 和 ,显然 有 方 是 个 
上 的 线性 泛 函 ,上 且 


LAz)| 委 > ai| ” sup 16 一 >， |a;; | | 配 汪 | ,TCL ， 
一 1 了 j=1 


即 广 EC 7) 
慷 一 方面 ,'Z 显然 是 线性 的 ， 对 于 
一 (GE 一 (人 和 
TT Tr yy 一 (7 72 71) 


如 果 记 
Tzi= 9 ,9 ,Tr 9 ,0 ,0 ,0 ) ， 
有 ZiZ f1€ (1™)', 
则 f(z)=7 fr)=7 (=1,2,.). 
又 因为 了 zt 一 yy 所 以 
7 > (1=1,2,.), 
于 是 17 一 1 (t=1,2,.), 


即 y 王 7z. 因 为 了 是 财 算 了 于 , 则 依 财 图 像 定 理 ， T 是 有 界 算 子 ， 从 
而 ,T 是 站 一 “的 有 界线 性 算 子 . 

例 21 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,4 是 从 和 到 X 的 线性 算 子 ， 
D(A)==X,B 是 从 "到 X* 的 线性 算 子 ,D(B) 一 X. 若 V rzEX 及 
ffEX', 均 有 (Bf)(z) 二 f(Ahz), 证 明 ;A 与 B 都 是 有 界线 性 算 子 . 

证 ” 先 证 B 是 有 界线 性 算 子 . 设 f,,fEX' ,使 得 上 ff, 一 fi 一 
0, eBf, 一 g 上 一 0, 则 VY rzEXK, 有 

(Bf,) (zx)=f,. Ar)—/ Ar)= (BI) x), 
: (Bf,) (xX)— g(x), 
所 以 ,Bf==g, 于 是 B 是 闭 算 子 ， 依 闭 图 像 定 理 ,B 是 有 界线 性 算 子 . 

再 证 4 是 有 界线 性 算 子 . 因为 VY xEX, 由 哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 ， 
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可 取 fEX"' ,上 f==1, 使 得 f(A4zx)== Ax. 于 是 
| Aze=f(Az)= BN EN BA Nz 
BEFAE z=1Bl lzl, 

所 以 ,A 是 有 乔 线 性 算 子 . 

例 22 设 蕊 为 巴 拿 替 空间 ,线性 算 子 已 : X 一 XX 是 蛤 等 的 , 即 

二 P, 且 零 空 间 N(P) 与 值 域 RCP) 均 是 闭 的 ,证 明 :P 一 定 是 有 

界线 性 算 子 . 

证 ”如 果 P 是 闭 算 子 , 则 由 闭 图 像 定 理 , 即 可 得 P 是 有 界线 性 
算 子 . 

设 有 点 列 {zx,}EX,Xx,yE 叉 ;在 n 一 oo 时 ,ZX 一 TX，,Pr 玉 y. 因 为 
RCP) 是 闭 的 , 故 必 有 xzoE 生 ,使 y 一 己 zo. 

因为 P(Pr,—7x,)—=P’x,— Pr,=0, 
所 以 Prxs— zx ENP). 
而 NCP) 是 团 的 ,于 是 

y—z=lim(Pzr,— x) EN(D), 
即 PCy 一 Zz) 二 0, 从 而 
y 一 Pzo 一 忆 zo 一 已 z， 

故 已 是 有 界线 性 算 子 . 

由 例 19 至 例 22 可 以 看 到 , 当 需 要 证 明 某 算 子 4 是 有 界线 性 算 
子 时 ,利用 闭 图 像 定理 ,可 以 使 证 明 变 得 简单 ,只 需 证 明 4 是 闭 算 
子 即 可 . 

例 23 ” 设 C[0,1] 按 范 数 | 。 :为 巴 拿 赫 空间 , 且 |‖z 一 二 
-0 时 ,ViE[o,1],1z(b 一 z(C91 一 0 证 明 :‖。1 必 与 范 数 
1 z 上 二 max|z(z) | 等 价 . 

证 车 生地 作用 才 过目 长 十 站 地 是 委 站 7 下 zzE 
cr[0,1, 则 下。 站 与 站 。， | 等 价 . 

设 有 恒 等 算 子 了 : (CE0,1], 站 上 ?一 CCLO 人 二 于)， 则 7 
显然 是 线性 双 射 。 设 {zx,}CCE0,1j,z,yECL0,1j, 使 得 

| zz 一 zz 一 0， liz,—y 1—>0, 
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则 由 条 件 得 

IzQ)—y0) iz zr 0) 十 | 一 wy | 

二 |‖z 一 工 ‖| 十 zx) 一 yt 一 0 (2 一 co)， 
其 中 上 E [0,1j, 故 z 一 y, 即 TIz 一 y, 说 明了 7 是 有 界 闭 算 子 . 由 逆 算 子 
定理 知 , 三 :也 是 有 界 算 子 . 
iz | zi ， 外 z 站 委 | 区 全 | | zx i, zECL0,1]， 

于 是 | 外。 | 与 上 外。 省 等 价 . 

例 24 设 X=CL0, 1 , 且 了 :DGT) 一 X,zhz (zx! 是 工 的 导 
数 ) ,其 中 DC(T) 是 由 具有 连续 导数 的 函数 TEX 构成 的 子 空 间 , 证 
明 : 工 是 无 界 的 ,但 它 是 闭 的 . 

证 设 z,02)=?, 则 Dz 有 ==1, 且 Tz 二 nt . 则 上 Tz 二 =x， 
| Tz 有 /Hz, = 二 x. 说 明 不 存在 固定 的 正 数 c ,使 得 Tz, /之 
委 c, 从 而 了 无 秀 . 

设 {z,)}CDCT) , 且 z 一 z,Tz 一 y%， 因 为 按 CL0,1J 上 的 范 数 收 
敛 是 [0,1] 上 的 一 致 收 伍 ,由 z 一 Tzo 一 y, 有 

| yodr -| limz, (Cr)dr 
=lim| zcoDdr=zGD) 一 z(0)， 


即 z=z(0)+| yd 


亦 即 XED(CT), 且 zx' 二 y. 故 TT 是 闭 的 . 

例 25 设 和 ,7 是 赋 范 线性 空间 ,T : D(T) 一 Y 是 线性 算 子 ， 
D(CT)CX, 证 明 :T 是 闭 的 < 寺 若 z 一 zx; 则 xED(T), 且 Tzx=y, 其 
中 zxz,ED(T),Tr>y. 

证 ” 依 定义 4,T 为 闭 的 充 要 条 件 是 G(T) 是 闭 的 ,而 G 为 团 的 
' 充 要 条 件 是 z 二 (zx,y)EGCT) 一 zEG(T). 又 zEG(T) 的 充 要 条 
件 是 存在 z, 二 (zx,;Tx,) EG(T), 使 得 z, 一 z. 因此 ,zs 一 7 Zoo 一 y. 
z 二 (ZX，y)EG(T) 的 充 要 条 件 是 z+€ D(T), 且 Tzx=y. 

注意 , 例 25 所 给 性 质 与 有 界线 性 算 子 性 质 有 区 别 . 夺 T 是 有 
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界 的 , 则 了 是 连续 的 ; 若 {z 是 PT) 中 收 伍 序列 , 则 {(Tz) 也 收敛 ， 
这 对 于 财 线性 算 子 不 一 定 成 立 . 对 于 全 是 闭 的 情形 , 符 两 个 序列 
{zr} 和 {zx} 在 D(CT) 中 收敛 于 同一 极限 , 且 相 应 的 序列 {Tx,} 与 
{Tz} 均 收 敛 , 则 {Tz,} 与 {Tz,} 也 有 相同 的 极限 . 

例 26 设 和 ,7 是 赋 范 线性 空间 ,T : D(T) 一 Y 是 有 界线 性 算 
子 , DCTDICX 证明: 

(1) 若 DT) 是 X 的 闭 子 集 , 则 工 是 闭 的 ; 

(2) 若 T 是 闭 的 , 且 Y 是 完备 的 , 则 DCT) 是 X 的 闭 子 集 . 

证 (1) 设 {z,} 在 DOT) 中 收敛 ,xz, 一 +, 且 (Tz,} 也 收敛 , 则 由 
于 DD(T) 是 闭 的 ; 故 YEDCCT)==D(T)， 又 因为 T 是 连续 的 ,所 以 
Tz 一 Tz, 由 例 25 结论 知 ,T 是 团 的 - 

(2)Y zxED(CT), 故 必 存 在 D(T) 中 一 序列 {zx,) ,使 得 x, 一 x. 由 
于 T 是 有 界线 性 算 子 , 故 

Tz —Tza = TC —z) SHTH Nz mx, 

即 {Tzx,} 是 柯 西 序列 ， 因 为 Y 是 完备 的 ,所 以 {Tx}) 收 人 钙 , 即 Tx, 一 
y€Y. z 

又 由 工 是 闭 的 ,由 例 25 结论 知 ,zEDGCT)， 且 7Tz 一 y 因为 z 的 
任意 性 ,所 以 D(T) 是 闭 的 . 

例 27 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 , 且 是 紧 的 ,车 T 了 :XX 一 了 是 
双 射 闭 线性 算 子 ,证 明 :T7' 是 有 界 的 . 

证 ”因为 了 : XX->Y 是 双 射 线性 算 子 ,所 以 T 7!' 存 在 . 又 因为 了 
是 闭 线性 算 子 , 则 由 例 16 知 ,T-! 也 是 闭 线性 算 子 .由 题 设 若是 
紧 的 , 故 由 例 17 知 ,T™' 是 有 界 的 . 

例 28 设 X,7 是 赋 范 线性 空间 ,车 T， : XY 是 闭 线性 算 子 ， 
T,€E B(X,Y) ,证明 :;T 十 Ts 是 闭 线 性 算 子 . 

证 ”因为 TiEBCX,7),X 在 其 自身 中 是 闭 的 , 则 由 例 26 纺 论 
知 ,T, 是 闭 线性 算 子 ， 因 此,V zi 一 zzE 和 ,车 Tizo 一 人 iT2zn 
一 yy, 则 由 例 25 结论 知 ,Tx 二 yy ;Tox 二 yo. 于 是 , 当 (T 十 7)Ze 一 
yi 二 yz 时 ,有 
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(了 十 TD) 一 了 7 十 7 并 一 力 十 yz， 
再 次 利用 例 25 结论 , 即 得 Ti 十 T, 是 闭 线 性 算 子 . 

例 29( 闭 延 折 ) 设 工 : D(T)~>Y 是 闭 线 性 算 子 ,具有 图 像 
G(T) ,其 中 DTD)CX, 且 X,Y 均 为 巴 拿 赫 空 间 , 证 明 .T 有 闭 线 性 
延 拓 算 子 了 ， 则 其 图 像 为 GC7) 的 充 要 系 件 是 CC7) 不 合 形 如 C0») 
的 元 素 , 且 y 冯 0. 

证 ”必要 性 ”车工 有 闭 线 性 延 拓 算 子 了 宁 , 则 其 图 像 为 G(T). 
因为 人 将 6 映 成 9, 所 以 G(T) 不 含 形 如 (0,y) ,是 y 关 9 的 元 素 . 
| 充分 性 ” 设 G0CT) 不 含 形 如 (0,y), 且 y 冯 9 的 元 察 , 若 (zx，,y1)， 

(x,y2) EGCT), 则 
(zy) — xy) = 0, yy) EGOT). 
由 假设 知 ,y 一 汤 二 0; 所 以 ,VY (x,y)EGCT) 存 在 映射 了 为 x 上 *y， 
即 序 xz 一 y, 显 然 冯 是 并 的 延 拓 ， 因为 CCT) 是 向 量 空 间 ,所 以 C(T ) 
也 是 向 量 空间 ,于 是 了 是 线性 的 . 由 于 CC7) 是 闭 的 ,因而 了 是 闭 线 
性 算 子 . 

例 30( 零 空间 ) 证 明 : 闭 线性 算 子 了 : XY 的 零 空间 和 N(7T) 
是 又 的 闭 子 空间 . 

证 因为 ,VY xEN(T),IJ] {zs} EN(T), 使 得 zx, 一 Xx, 于 是 Tz， 
二 0->0， 又 因为 T 是 闭 线性 算 子 ,由 例 25 结论 知 ,Tz==0, 所 以 rE 
NT). 即 N(T) 是 XX 的 闭 子 空间 . 


第 六 节 共鸣 定理 


主要 内 容 


1. 定理 1( 共 鸣 定 理 或 一 臻 有 界 性 原理 或 巴 拿 赫 -斯 坦 因 诊 斯 
定理 ) 设 义 是 巴 拿 赫 空间 ,Y 是 赋 范 线性 空间 , (T:rc4) 是 一 
族 从 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 . 如 果 对 每 个 x+E X ,sup 17:z| <ce， 
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则 数 集 { 上 eT, ,rE A} 是 有 界 的 . 
推论 1 设 {f.} 是 巴 拿 赫 空间 上 的 一 族 泛 了 明 , 春 Y XEX， 
(f(z)} 是 有 界 集 , 则 {fr} 一 致 有 界 , 即 sup 上 f+ 二 o%. 


推论 2 设 {z:} 是 赋 范 线性 空间 又 中 的 一 族 元 ,对 于 XX 中 的 
任何 元 f ,sup [f(z 1<<o, 则 必 有 sup | ze | ooo. 


2. 定理 2 设 X,Y 是 巴 拿 赫 空 间 ,(T,} 是 一 列 X 到 Y 的 线性 
有 界 算 子 . 设 Y xEX,{T,z}) 收 敛 , 则 必 存 在 X 到 Y 的 线性 有 界 算 
子 TT, 使 得 {T,} 强 收 全 于 T, 且 上 TH<lim 上 ,|. 


3. 定义 1 设 是 外 的 共 轿 空间 XX 的 子 集 , 当 按 泛 函 的 范 数 
有 界 时 ( 即 存在 常数 M, 使 得 对 于 一 切 f€5B, fa 三 M), 称 是 
强 有 界 的 . 若 YVY xE 义 , 数 集 {f(zx)1fE@B} 有 界 , 称 @ 是 弱 " 有 和 界 的 . 
4. 定理 3( 斯 切 克 洛 夫 (CreknroBg) 定 理 ) 机 械 求 积 公 式 


f(D= DA rt (Cat < Lt =6) 
于 任 -瑞雪 ze CCa6] 收 人 于 COd 的 充 要 条 件 是 : 
(1) 存 在 常数 M ,使 得 > ,14 只 | 委 M: 
(2) 对 任 一 多 项 式 z= 二 z(t) ,有 
广 (z) 一 | zd (n—>00). 
推论 设 A? 之 0, 则 VY zEC[a,6],f,(z) 一 | xz(i)dt 的 充 要 


条 件 是 对 于 每 个 多 项 式 x(t), 有 
广 (一 | zd (7 一 co ). 


5. 设 有 (形式 ) 数 值 级 数 DE ,通常 用 limS， =lim De 作为 
和 S, 即 S=limS.， ,; 称 'S 为 级 数 的 柯 西 和 |， 对 任意 的 无 穷 拭 阵 
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(Qa) 一 ， (1) 


作 和 6o, 二 Dy or (n=1,2,.). 若 对 于 固定 的 n ,级 数 的 柯 西 和 存 


在 ,和 且 当 nn 一 co 时 o>o, 则 称 o 为 级 数 Dj 关于 无 穷 矩 阵 的 广义 


和 .车 矩 阵 (wu) 使 得 相应 的 求 和 法 关于 柯 西 求 和 法 具有 承 缆 性 
( 即 在 原 求 和 法 下 其 和 存在 的 级 数 在 新 求 和 法 下 和 仍 存在 , 且 两 者 
相等 的 性 质 ), 则 称 (xu ) 为 正则 矩阵 . 

定理 4 设 C 是 收敛 数列 z 一 {z,} 全 体 按 范 数 | | 一 sap lz 
所 构成 的 巴 拿 幸 空间 ,又 设 {a) 是 一 列 数 ,车 Y z 一 {z.} EC, 数 值 / 


(z)= wz: 存在 , 则 了 是 C 上 的 线性 连续 泛 函 , 且 


f= 2) lal<o. 


定理 5( 托 普 里 效 (Toeplitz) 定 理 )” (aw) 是 正则 和 矩阵 的 充 要 
条 件 是 : 


(Dlimea=0, k=1,2,°%; (2)lim Dan=1; 
TI OD oo 一 1 

(3) ya M，n 一 1,2，… 
是 一 


疑难 解析 


1. 共鸣 定理 有 何 意 义 ? 常用 什么 方法 证 阴 ? 
答 在 分 析 数 学 领域 会 常常 遇 到 一 族 有 界线 性 算 子 是 否 一 致 
有 界 的 问题 ,共鸣 定理 就 是 讨论 在 什么 条 件 下 ,一族 线性 有 界线 性 
算 子 一 定 一 致 有 界 , 所 以 也 称 为 一 致 有 界 性 原理 . 利用 共鸣 定理 可 
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以 讨论 健 里 于 级 数 的 发 散 问题 .机械 求 积 的 收 纹 性 问题 等 . 

证 明 共 鸣 定 理 的 方法 很 多 ,应 用 逆 算 子 定 理 证 明 ,也 用 更 直接 
的 方法 一 一 “ 纲 推 理 ” 方 法 证 明 . 这 些 证 明 涉 及 内 容 与 定理 较 多 , 读 
者 一 定 要 认真 体会 与 理解 . 

2. 强 有 界 与 弱 " 有 界 有 何不 同 ? 

答对 X 的 共 轿 空间 XX 的 子 集 B 当 按 泛 卫 的 范 数 有 界 时 , 称 
$$ 是 强 有 界 的 ; 若 YV TEX, 数 集 {f(z)|fE@} 有 和 界 , 则 称 旬 是 罚 ” 
有 界 的 . 

强 有 界 集 显然 是 弱 *“ 有 界 的 ， 又 因为 致密 的 数 集 是 有 界 的 ,所 
以 弱 * 致密 集 必 是 弱 *- 有 界 集 . 

利用 “ 强 有 和 界 ”“ 弱 * 有 界 ” 的 概念 ,可 以 把 关于 线性 泛 畏 的 共 
鸣 定 理 改 述 为 : 当 X 是 巴 拿 赫 空间 时 , 共 红 空间 X* 中 的 弱 "- 有 界 
集 也 是 强 有 界 的 . 因而 , 弱 *- 有 界 集 和 强 有 界 集 这 两 个 概念 完全 一 
致 ,统称 为 有 界 集 , 并 由 此 得 出 ,XX* 中 的 弱 * -致密 集 是 强 有 和 因 的 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


共鸣 定理 与 开 上 映射 定理 同属 于 “ 纲 推理 ”型 的 定理 ,证 明 的 关 
键 在 于 利用 好 完备 空间 的 第 二 纲 性 . 要 认真 理解 定理 ,掌握 定理 的 
证 明 方 法 ,学 会 应 用 共 网 定理 分 析 问 题 . 

例 1 考虑 空间 C ,车 w= {a,}) 是 某 个 标量 序列 ,VY X= 二 zx} EC， 


So, 收 敏 ,证 明 :xEp,j(z)= >,zas 是 C 上 的 连续 线性 泛 


A=] 


函 , 并 且 1 AP 一 > le 
证 在 C 上 定义 /,(z) 二 > za, 则 矿 是 线性 泛 函 , 且 


fCDS DD lzllal<( 2 lal)suplz,l, 
i=1 i 二 1 Ne 


所 以 上 过》 1a1, 是 有 界线 性 泛 函 ， 因 为 , 若 取 zx”= 


i=] 
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(signa ;SIgDaz，…。 Signasy 0,°), 则 XEC, | xr” | 一 ]】, 故 


APALOOP SH EAP 


四 


fi 一 】 


V ZEC fr) = XQ 2 zons 由 共鸣 定理 ， | 三 | 有 界 ， 
从 而 


oo 天 
Slo)=sup Dal=sup) fh < 
n=1 n>] ,1 n>1 


即 wx EL 
由 共鸣 定理 知 ,存在 JEX"”, 且 
f(z)=lim Tiai 一 Ts ， 
”一 1 | 


且 上 fl 和 》) 1o1, 而 实际 上 又 用 之 2) 1ajlY n 成 立 ,所 以 


f= 5 le 

例 2 设 X 为 实 赋 范 线性 空间 , {z,}CX, 证 明 :对 一 切 fe 
X" ,3 11f(z,) 1 之 oo 的 充 要 条 件 是 :存在 正 数 MM, 使 得 对 于 一 切 
和 6 二 土 1， i 二] ,2,… ,有 

BB 

证 ”必要 性 VY fEX', 记 6=signf(z1); 则 YnEN, 有 

DA Per) < | Bsa) <mnel, 
所 以 Df SM 

充分 性 V /EX ,有 

(B36) WD)=|A Deer) |< DI, 
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| > sr | 一 | ( Dz 和 | MW. 

例 3 设 革 为 巴 拿 赫 空间 ,7 是 外 一 XX 的 线性 算 子 ,证 明 :7 为 
有 界 算 子 的 充 要 条 件 是 对 于 任何 zx, ->zx, 有 Tx >Tx. 

证 ”必要 性 ” 设 T 为 有 界线 性 算 子 ， (zz 小 弱 收 往 于 z, 则 V JE 
双 ". 因为 T*fEX", 有 

fTx)=T* f(r) Tf(r)=f Tr) (Nn—o00), 

所 以 {Tz,} 弦 收 钱 于 Tz. 

充分 性 ”用 反 证 法 证 . 设 V z ,有 Tz -本 .7Tzr, 若 下 无 
界 , 则 存在 一 列 单位 向 量 {zx,},; 使 得 上 Tz 宇 n:. 作 y= 
pz] Ta 有 ; 则 日 y 一 0, 必 有 一 0, 邦 Ty 一 >0 (n>o0). 
从 而 sup Ty, 上 过 0 ,与 上 7Ty, 上 = 二 xn 矛盾 . 

也 可 以 用 闭 图 像 定 理 给 予 证 明 . 设 Tz, 一 yz 一 工 〈n 一 co) 均 
在 范 数 意义 下 成 立 ,而 一 方面 zz 由 充分 性 知 Tx, -一 ~Tz, 另 
方面 Tz, -县 。y, 由 弱 收 伍 点 极限 的 惟一 性 可 知 ,> 一 Tz, 即 了 为 


闭 算 子 . 于 是 ,由 闭 图 像 定理 得 出 了 是 有 界线 性 算 子 . 
例 4 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,{fi} 是 X 上 一 列 连续 线性 泛 函 ,证 


明 : VY zx € X,2) ifi(zr)| 二 避 的 充 要 条 件 是 VFEX**， 


> IFCD1<co 


证 充分 性 设 Y FEX*' ,DIF(f)1<oo, 则 V zEX 作 
zz ( 门 一 zx) EX , 必 有 zz EX**, 于 是 
2 fz) |= 2 1z…(P)1<eco. 


必要 性 vy FEX’** ,De=signF (f), 则 VY nEN, 有 
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2 [CD 一 DF (fi)=F ef,). 


又 Y ZE 有 | 
(Def) | 和 AoE Il<eo， 


则 由 共鸣 定理 知 ,存在 M>0， 


ef | 和 AM ,2 一 1,2,…， 即 
(| pet. | } 是 有 界 的 ， 于 是 得 到 


> IFCDI=|RP( sp 和 1 AM， 


即 2 1F(f) |<%. 
例 5 设 忆 是 巴 拿 替 空 间 X 上 的 泛 函 ,适合 以 下 条 件 : 
(1)P(z) 守 0; 


(2)a 为 非 负 数 时 ,Pl(ar)==aP(z); 
(3)P(z+z)SP(Cr) P(x,); 
(4) 当 XEX,z>z 时 ,limP (zx,) 之 P(r). 


证 明 :存在 M>0, 使 得 Y zEX,PCz) 委 M zl|. 


证 ” 取 和 集 X= 二 {xz1P(z)&8), 则 天 = 2 Xi. 车 {xz}CXi,z, 一 
TEX, 可 由 P(rz) 二 limP(z,) 全 上 , 得 XEX. 从 而 知 XX 是 闭 集 . 


由 题 设 知 了 是 完备 的 , 故 是 第 二 纲 的 , 必 存 在 某 X; 在 某 开 球 
N(xzo,E) 中 稠密 ,因而 N(xo,e)CX. 

下 面 来 证 本 例 命 题 . V xzE 久 , 当 x=0 时 ,P(rz) 一 0 人 Mz| 
对 于 一 切 M 都 成 立 . 当 z 天 0 时 ,由 前 面 论断 可 知 


zo 十 二 EN (zo,E). 


2 TzT 
从 而 
“172。 


E 侯 
(3 I P| zat Izi 二 P(—z)Sk+P(—zo), 
即 P(E zet+P(—z)]. 


取 M= 和民 十 P( 一 z)], 则 命题 得 证 

例 6 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,4 是 从 到 六 的 线性 算 子 ， 
D(A)= 二 XX,B 是 从 X" 到 X" 的 线性 算 子 ,D(B)=", 背 VY XEX 
及 fEX', 均 有 (Bf 有 ) (xz) 二 f(Ahzx), 证 明 :A 和 已 都 是 有 界线 性 算 
子 . 

证 固定 ze {zlll zl 和 1), 此 时 17C4z)|<14zl LAI， 
因而 习 "上 的 泛 明 f/f 一 /(Azx) 是 了 "上 的 有 界线 性 泛 尔 . 对 任何 固定 | 
的 fEX* ,有 

Sup |f(Az)|= sup |(B/) (zx)1= | Bf ， 
则 依 共 鸣 定 理 可 知 , 对 于 zxE {zl 中 xz 1}, 有 
sup sup |f(Azx)|<=o0,， 


rl HA 

即 泛 函 族 (f 一 /(Azx)} 的 范 数 有 界 . 但 是 
sup |f(Az)|= | Az|, 
EA 1 

所 以 sup | Az | <%, 

从 而 AEB(X—X). 

又 由 (Bf) (zx)=f Ax) 

知 B=A* €B(X"—X"), 

即 4 和 B 都 是 有 界线 性 算 子 . 


例 7 设 和 是 巴 拿 替 空间 ,7 是 赋 范 线性 空间 , {T,) 是 一 列 从 
XY 的 有 界线 性 算 子 ,证 明 :M 一 {zllim | T,z ‖ <co} 或 为 和 ， 


或 为 X 中 某 第 一 纲 集 ， 
证 用 反 证 法 证 . 设 M 是 第 二 纲 的 ,分 解 M 一 UM, 其 中 Ml 
一 {zlsup | Tsz <<k}, 则 Mi 为 闭 集 . 因为 M 是 第 二 纲 的 , 故 必 有 
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某 上 和 xzoEX,r>0 存 在 ,使 得 
(zz 一 ze <r} CM= Mi, 


y 一 zo 十 二 下 2 和 TEA， 
A ET | <* 


即 外 Tz 站 科 < 全 | z | ,可 见 
0 为 X 中 第 一 纲 集 . 
例 8 设 X 为 赋 范 线性 空间 , {zx,}CX,TCX" ,T 中 元 的 线性 
组 合 在 X* 中 稠密 ,证 明 (zs} 弱 收敛 于 ze 的 充 要 条 件 是 : 
(1) 数 列 { zx | 有 下 
(2) f(r) > fro no0),V f ELT. 
证 ”必要 性 设 {z,)} 弱 收 敏 于 zo, 则 YIJEA4 , f(x) 
f(zo) ,因而 z Cf)>xo “于 (Xz) , 故 由 共鸣 定理 得 
sup Dz» | =sup | z 和 上 <ece， 
即 数列 {zx, 上 ) 有 和 卉 . VY fET,f(zx,) 一 f(zo) ln 一 oo0) 是 显然 的 . 
充分 性 ” 设 条 件 成 立 , 则 V ET, 有 
xz (rf) n>o0). (D 
因为 xz** 与 zt 都 是 线性 的 ,所 以 式 D 对 一 切 了 Espanl 成 立 . 
X Span 天 一 入 ,而 sup | zy， 下 <co ,所 区 Y EX, 有 zz (> 
Ze"(F， 即 zc) 一 人 (zzo) ,就 是 {(z,) 弱 收 令 于 zo， 


例 9 设 1 和 pp<cc, (zyCZLAL0, 1 证明 Tn 的 充 要 条 
件 是 : 

(D(z ) 有 界 ; 2) zd | zo ds rE [o,11. 

证 ”必要 性 ” 当 z， >zo 时 ,由 共鸣 定理 知 { | zx, 中 } 有 界 . 又 


取 X ooEzs[0o,1], 则 由 {z ) 弱 收 伍 于 zo, 及 (7) 二 7, 可 以 得 出 
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1 1 
| = (£) Xro,1) (de | zo (#£) Xro,11 (ft) dt, 


即 有 | 二 Gar| zo qe, re co,1]. 
充分 性 ”在 LL0,1] 上 定义 一 族 泛 沙 g, 和 g, 即 
gf =| f(z : gD=| fro de, 
则 有 上 g; 二 上 xz, 上 g 二 上 zo 有 .对 于 任何 fE Xto,w, 有 条 件 
|z Cd 一 | x (di, 即 go 一 8 六 .又 因为 任何 阶梯 函数 都 是 


形 如 Xxr. 的 函数 的 线性 组 合 , 所 以 ,对 任何 阶梯 末 数 必 有 gC) 一 
gf). 

由 { | 站 } 有 界 , 可 知 { | sg。 站 ;有 界 . 又 因为 阶梯 函数 全 体 在 
71[0,1j 中 稠密 , 故 Y JEZ2?L0,1], 有 gn《f) 一 g(f), 从 而 


1 1 
| fz Caer| fz (2)dit, fEL'|0,1], 


Bp z， -有 
例 10 设 T 是 由 巴 拿 赫 空 间 X 到 巴 拿 赫 空间 Y 的 有 界线 性 算 
子 ,证 明 :T*Y' = 二 X* 的 充 要 条 件 是 T 在 其 值 域 上 有 有 界 逆 算 子 . 
证 ”必要 性 ”用 反 证 法 证 . 设 T 在 其 值 域 上 没有 有 界 逆 算 子 ， 
则 必 存 在 X 中 一 点 列 {z.} ,有 上 z= 二 1, 但 上 Tz 一 0. 厂 令 


二 
V Tz, | +1/n 


则 | Zn | oo， 


是 | Tz, | = | Tz, | CY Tz, | +1/n) —0. 
V gEX', 取 f/fEY' ,使 得 T*f==g, 于 是 
limg (z,) —limf (Tz,)=0, 
即 (>,} 弱 收敛 于 零 . 依 共鸣 定理 ,{ 上 z, 上} 有 界 , 导 出 矛盾 , 故 工 在 


其 值 域 上 有 有 界 逆 算 子 . 
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充分 性 ” 设 道 算 子 了 -有 界 ,YSgEX" , 令 大 y) 一 gCT Tiy)， 
yETX, 则 是 定义 于 TX 上 的 线性 泛 卫 .因为 | f(y) 1 过 
gl Ty 上 ,所 以 ffECTX)'. 由 泛 函 延 拓 定理 ,把 f 延 拓 
为 Y' 中 的 元 , 仍 记 为 f. 又 VY xEX, 有 
f(TrX)=g(T TA7)=g(7), 
所 以 ,g 一 7 广 即 证 得 7 Y ”一 和 ， 


例 11 设 X 是 巴 拿 赫 空间 , {(z,}CX, 且 V FEX ,2 |f(z,)| 


一 co, 又 设 数列 {ta.}E Co, 即 lima, 一 0, 证 明 ; ( 2Jaizi} 按 范 数 收 


敛 . 
证 记 4 一 ({%}||%| 志 1), 则 V fEX" ,任意 的 {A}EA 和 
nEN,pEN, 有 


n+p n 二 p oo 
故 依 共 鸭 定理 知 
n+p 
(Darzi| {A} EA,n,pEN) 


+p 
zi <M, 其 中 {XE 4， 
n,pEN. 
又 对 (ta ECo; 记 4p 一 SUP |a | ,于 是 ,在 2 一 co 时 , 必 有 
ni<n 十 
4 一 0， 且 
"十 记 “+p Nn— oo 
之 ja | 一 hp 之 aaa | < 和 NM 一 一 一 0. 
由 此 可 知 ， [ez) 是 Xx 的 基本 点 列 , 故 一 定 收敛 . 
例 12 设 {z,) 是 巴 拿 砍 空间 X 中 的 一 列 元 ,车 Y f€X*， 


S|f(z,) | 过 oo, 证 明 ; 必 存在 M>0, 使 得 对 每 个 /EX' ,都 有 
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Df ) SMI. 
证 YNEN,0,ER 和 VYV fEX', 有 


{ Don, “(|= A Deon, < | zz)| <ooe， 


则 依 共鸣 定理 , 必 存 在 M>>0, 使 得 ] oz 


0, 二 f(x,) ,使 得 - 
2 |f (x,) | =/f| De wz,) <MI|f|. 


<M, 从 而 ,可 以 令 


这 样 一 来 ,对 一 切 fEX" ,都 有 >，| 7FCz)1<aM 1 AI 成立. 


例 13 设 X,,X,; 是 巴 拿 赫 空 间 X 的 两 个 闭 子 空间, 有 VY xE€ 
义 , 有 惟一 的 分 解 + 二 zi 十 Tz, 其 中 x EX,x:EX,, 证 明 ; 存 在 常数 
C ,使 得 | zs 和 Clzl ,lz scCilzl 对 于 一 切 zEX 成 立 . 

证 ” 作 一 个 算 子 TT : X 一 XiTz 一 2 其 中 Z 一 Zi 十 zzyziE 
XizzEX2:. 由 题 设 知 ,分 解 是 惟一 的 ,所 以 T 是 确定 的 . 易 证 了 是 
线性 的 . 

设 zx" 一 TEXR,TI" =X" 一 XT1EX1; 则 有 X= 二 Xi 十 XT， 一 
XT" ERT Oz 一 x1iEX,, 从 而 Tx 二 zi, 故 T 为 闭 算 子 . 因 
为 DC(T)= 二 外 ,所 以 由 闭 图 像 定 理 知 ,T 是 有 界 算 子 ,从 而 

Ez 二 Tz 十 工 和 时 zz 和. 

又 zz 雪上 zi 十 zj 和 TH+D zz ， 
故 取 C= 上 TT 十 1 即 可 证 得 命题 . 


例 14 设 对 于 任何 z= (&1,62,，*…， 9) EL, 级 数 >》 an 均 
一] 
收 全 ,证 明 ;a 二 《alyazy a1, EA. 
证 令 f,(z) 二 2》aiki, 其 中 一 (6 后 ,…), 而 了 .EE 
i 一 1 
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C0)", 且 全 让 一 sup lai1( 见 本 章 第 二 节 ). 因为 ,VY x E04， 
sup | f(x) | 二, 而 4 是 巴 拿 赫 空 间 , 则 由 共鸣 定理 可 得 
sup | fl <o0=>supla,|<%, 
从而 Q 一 (alyay…yav ) EL™. 
例 15 人 妈 人 7) 是 巴 拿 赫 空间 和 X 上 的 一 族 证 函 , 若 对 于 区 的 每 个 
尽 工 ,f(x)} 均 是 有 界 集 . 证 明 .(f.) 一 致 有 界 , 即 sup | fi | <o0. 
证 ”由 共鸣 定理 证 明 直 接 可 得 ,只 需 取 Y 为 实数 域 或 复数 域 . 
例 16 设 iz:} 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 一 族 元 ,VYV /EX"*， 
sup | rz)1<<coce。 证 明 ， 
sup | zc 天 ce. 
证 ”考察 X" 上 一 族 连 续 线 性 泛 画 {zc“”)，, 即 
re "(=f(zr), fEX', 
由 义 * 的 完备 性 及 VY fEX", 有 
sup lzr * (fl=suplf (zx) 1<o. 
故 利 用 共鸣 定理 可 得 sup liz’* <o. 
又 上 z= 二 上 zi 上 ,所 以 sup 上 zx: | < o0. 


第 七 节 线性 算 子 的 正则 集 与 
谱 不 变 子 空间 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 * 为 一 个 数 ,A 是 定义 域 与 值 域 均 为 E 的 线性 算 
子 , 车 及 中 非 零 向 量 xE D(A), 使 得 4zx 二 4z, 则 称 4 是 4 的 特征 
值 (或 本 征 值 ) ,而 称 z 为 4( 相 应 于 特征 值 4) 的 特征 向 量 ( 或 本 征 向 
最 ). 

算 子 4 的 相应 于 特征 值 4 的 特征 向 是 全体 加 上 零 向 量 称 为 算 
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子 4 的 相应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 空间 , 记 做 区. 

T, 的 维 数 dimT, 称 为 特征 值 的 4 的 重复 度 ,是 方程 4z=Az 的 
最 大 线性 无 关 解 组 中 癌 量 个 数 . 

2. 定义 2 设 E 是 复 赋 范 线 性 空间 ,B 是 E 的 线性 子 空间 
D(B) 到 EE 中 的 线性 算 子 ,又 设 A4 是 一 复数 ,大 (41 一 8B) 是 正则 算 
子 ,; 即 41 一 8B 是 D(B) 到 E 上 的 一 对 一 的 线性 算 子 , 且 其 道 算 于 
(A1 一 B) ! 是 E 到 E 中 的 有 界线 性 算 子 时 , 称 4 是 B 的 正则 点 ,并 称 
R.(B)= (XI 一 8B)-! 是 B 的 瑰 解 算 子 . 不 是 正则 点 的 复数 4 称 为 B 
的 谱 点 . 复 平面 上 正则 点 的 全 体 称 为 B 的 正则 集 , 记 做 p(B); 谱 点 
全 体 称 为 B 的 谱 集 (或 谱 ), 记 做 oC(B). 

5(B)Up(CB) 即 为 整个 复 平 面 . 

定理 1 (1)4 是 B 的 正则 点 的 充 要 条 件 是 方程 A 一 B)g 二 J 
对 于 任何 FE 瓦 都 有 解 , 且 存在 正 的 常数 所, 使 得 ‖ sg 所 m 是 了 

(2)4 不 是 B 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 A 一 B 是 E 到 (41 一 B)E 
上 的 一 一 映射 (或 并 一 B 是 可 北 算 子 ); 设 4 不 是 B 的 特征 值 , 义 EE 
是 有 限 维 空间 , 则 4 是 B 的 正则 操 . 


定理 2 设 p() 二 3ait' 是 :的 任意 一 个 多 项 式 ,B 是 赋 范 线 


性 空间 E 到 EE 的 一 个 有 界线 性 算 子 , 记 p(B)= jaiB' (B=7) ;又 
记 pCo(B))={p0)1AEoCB)}, 则 op CB))=p(0(B)). 

定理 3 设 EE 是 巴 拿 赫 空间 ,B 是 E 的 线性 子 空间 D(B) 到 EE 
中 的 线性 算 子 , 则 p(B) 为 开 集 ， 且 对 每 个 EpC(B), 记 一 
limw C67 一 By 一目, 则 圆 12 一 | 过 1/r 合 在 p(B) 中 , 且 在 此 几 
上 (I 一 8) ! 具 有 展开 式 


AI—B)-1= D(C—1)° hI—B) ®t (Ah)". 中 


慰 别 地 , 当 |1 <1/1 C61 一 B)-! 时光 落 在 pCB) 中 , 式 @ 成 
立 . : 
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3. 定理 4 设 B 是 巴 拿 赫 空间 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 oC(B) 
是 有 界 闭 集 , 且 
‘esd, 入 lm Y EB" . 
而 当 |%| 之 lim v IB" 上 时 ,有 


(QAI—B) = > B’" /Xt. © 


特别 地 , 当 |4| 二 B11 时 , 式 包 成 立 , 且 
| CQ1—B)71 | 1/ B11). 

定义 3 设 E 是 赋 范 线性 空间 ,B 是 E 到 的 有 界线 性 算 子 ， 
则 rB) 一 max 14| 称 为 B 的 谱 半 径 . 

定理 5 ” 设 E 是 巴 拿 赫 空间 ,B(E 一 E) 是 E 上 的 有 界线 性 算 子 全 
体 所 成 的 巴 拿 赫 空间 ,又 设 BE B(E->E),f 是 BCE->E) 上 的 有 界线 
性 泛 函 , 则 FT 一 B)-: 看 成 的 函数 时 是 开 集 o(CB) 上 的 解析 函数 . 

定理 6( 盖 勒 范 德 (1. M. Fenpbaan) 定 理 1) 设 B 是 巴 拿 赫 空 
间 E 到 EE 的 有 界线 性 算 子 , 则 | . 

r(B)= sup lAl=lim Y EPI. 

定理 7( 盖 勒 范 德 定 理 2)〉 非 零 的 巴 拿 赫 空间 E 上 的 任何 有 界 
线性 算 子 必 有 谱 点 . 

定义 4 设 B 是 赋 范 线性 空间 E 到 EE 的 有 界线 性 算 子 ,大 
lim YB" | =0, 则 称 B 是 广义 宪 零 算 子 . 

4. 定义 5 设 B 是 赋 范 线性 空间 E 到 E 的 线性 算 子 ,L 是 E 的 
一 个 线性 子 空间 ,车 BLCL, 则 称 工 是 B 的 不 变 子 空间 . (BL 是 元 
经 B 映射 后 的 集 .) 

定理 8 设 B 是 线性 空间 E 上 的 线性 算 子 , 则 有 : 

(1){0} 和 互 是 吾 的 不 变 子 空间 . 

(2) 若 {L,|uEJ}(J 是 指标 集 ) 中 每 个 LL, 是 B 的 不 变 子 空间 ， 
则 由 一 切 L(x€EJ) 中 的 向 量 张 成 的 线性 空间 L 及 它们 的 通 L = 
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DL 都 是 B 的 不 变 子 空间 . 

(3)R(B) 以 及 N(B)= 二 {zr1Bzx= 二 0} 是 B 的 不 变 子 空间 . 

(4) 若 工 是 相应 于 B 的 某 个 特征 值 的 菜 些 特征 向 量 张 成 的 线 
性 空间 , 则 艺 是 B 的 不 变 子 空间 . 特别 地 ,相应 于 特征 值 的 特征 子 
空间 了 T; 是 不 变 子 空间 . 

(5) 车 B 是 赋 范 线性 空间 中 的 有 界线 性 算 子 ,LL 是 B 的 不 变 子 
空间 , 则 工 也 是 B 的 不 变 子 空间 ， 特 别 地 ,R(B) 是 不 变 子 空间 . 

(0} 和 五 称 为 平凡 的 不 变 子 空间 、. 

定理 9 设 E 是 线性 空间 ,A 和 B 是 E 上 的 两 个 可 交换 的 线性 
算 子 , 则 R(A),N(A) 必 是 B 的 不 变 子 空间 . 

推论 ”在 定理 9 的 条 件 下 ,有 : 

(1) 若 4 是 4 的 特征 值 , 则 相应 于 4 的 特征 子 空间 7T, 必 是 B 的 
不 变 子 空间 ; 

(2) 记 EE, 二 RC(B"),N, 一 N(B"),n 二 1,2,…, 则 {EE,) ,4N,} 都 是 
不 变 子 空间 . 

S. 定义 6 设 E 是 线性 空间 ,U 是 EE 的 某 些 线性 算 子 组 成 
的 算 子 集 . 若 L 是 E 的 一 个 线性 子 空间 , 且 它 对 集 U 中 每 个 算 子 都 
是 不 变 的 ,就 称 工 是 U 的 不 变 子 空间 ， 设 E 是 赋 范 线性 空间 ,BE 
B(E—>E),B(E—>E) 中 一 切 与 B 交换 的 算 子 全 体 记 为 Us. 寿 玖 的 
线性 子 空间 LL 是 Us 的 不 变 子 空间 , 则 称 工 是 B 的 超 不 变 子 空间 . 

定理 10 设 BEB(E 一 E),E 是 赋 范 线性 空间 ,于 是 有 : 

(1){0} 和 EE 是 超 不 变 子 空间 ; 

(2) 若 {Ls|xEJ) (J 是 指标 集 ) 中 每 个 二 是 B 的 超 不 变 于 守 
间 , 则 {LiuxEJ) 全 体 张 成 的 线性 子 空间 及 它们 的 通 都 是 8B 的 超 
不 变 子 空间 ; | 

(3) 若 工 是 B 的 超 不 变 子 空间 , 则 上 也 是 B 的 超 不 变 子 空间 ; 

“(4)N(B),R(B) 是 B 的 超 不 变 子 空间 ; 

(5) 车 B 有 特征 值 4, 则 相应 于 4 的 特征 子 空间 7 是 B 的 超 不 
变 子 空间 . 
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(0} 和 互 是 任何 有 界线 性 算 子 的 平凡 的 超 不 变 子 空间 . 

定理 11 在 赋 范 线性 空间 玉 上 上 ,B(E 一 E) 的 每 个 不 变 子 空间 
必 是 平凡 的 . 

6. 定义 7 设 E 是 线性 空间 ,U 是 无 一 匹 的 某 些 线性 算 子 所 成 
的 一 个 线性 空间 ,对 任 一 向 量 yEE, 称 集 {U,}= 二 {Ay|AEU} 是 由 
向 量 y 经 U 循环 产生 的 子 空间 . 当 E 是 赋 范 线性 空间 时 , 称 集 {U,} 
是 由 向 量 y 经 U 循环 产生 的 闭 子 空间 . 

定理 12 设 EE 是 巴 拿 赫 空间 ,BE B(E>E), 则 对 于 任何 yE 
EE,y 关 0, 由 y 和 Us 产生 的 线性 子 空间 {Usy} ,线性 闭 子 空间 {Uspy) 
分 别 是 B 的 包含 y 的 最 小 超 不 变 子 空间 和 超 不 变 闭 子 空间 . 

定理 13 设 玉 是 巴 拿 赫 空间 ,BE BC(E->E), 于 是 有 : 

(1){0} 和 E 是 B 的 超 不 变 闭 子 空间 ; 

(2) 任 意 个 B 的 不 变 ( 超 不 变 ) 闭 子 空间 所 张 成 的 闭 子 空间 或 
通 都 是 B 的 不 变 ( 超 不 变 ) 闭 子 空间 ; 

(3)N(B) ,RC(GB) 是 B 的 超 不 变 闭 子 空间 ; 

(4) 如 果 B 有 特征 值 4, 相 应 于 4 的 特征 于 空间 是 B 的 超 不 
变 闭 子 空间 ; 

(5) 对 任何 yEE,(Usgy} 是 B 的 超 不 变 子 空间 . 


疑难 解析 


1. 算 子 的 特征 值 与 特征 向 量 概念 与 线性 代数 中 特征 值 与 特 
征 向 量 概念 是 否 一 致 ? 

答 ” 关 于 算 子 的 特征 值 与 特征 向 量 概念 是 线性 代数 中 有 限 维 
线性 空间 上 线性 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 概念 在 一 般 线 性 空间 上 
的 拓 广 , 它 概 括 了 线性 代数 、 微 分 方程 .积分 方程 的 特征 值 与 特征 
函数 的 概念 . 从 数学 角度 看 , 弄 清 了 线性 问题 的 特征 值 ( 或 更 一 般 
的 谱 ) 的 构造 ,也 就 清楚 了 线性 问题 解 的 结构 ， 不 仅 许 多 经 典 的 数 
学 物理 问题 (如 微分 方程 、 积 分 方程 、 变 分 方程 问题 ) 可 以 归结 为 求 
特征 值 . 特 征 向 量 问题 ,在 量子 物理 学 中 的 许多 重要 问题 ,也 是 求 
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特征 值 与 求 特征 向 量 的 问题 . 从 而 ,可 以 认为 弄 清 了 算 子 谱 的 分 
布 ,也 就 清楚 了 系统 的 稳定 性 . 

2. 关于 A 一 T 有 哪些 不 同情 形 ? 

答 ” 关 于 宁 一 TT 有 以 下 几 种 情形 : 

(1) (37 一 T)-! 不 存在 , 则 4 是 的 特征 值 ，; 

(2) (A 一 TT)-! 存 在 ,日 ROI 一 T) I 一 TT 的 值 域 ) 二 EE( 定 义 
域 ), (X71 一 T)-1€ B(E>E), 则 4 是 TT 的 正则 点 , (A 一 T)-! 二 
R:(T) 是 TT 的 强 解 算 子 ，; 

(3) 若 (X71 一 T)-! 存 在 但 无 界 ,RGQAI 一 T) 关 E,ROQAI 一 T)=E， 
则 称 24 为 的 连续 谱 ; 

(4) 若 (7 一 7T)-:! 存 在 且 民 CT 一 了 ) 尖 匹 , 则 称 4 为 下 的 剩余 谱 . 

7 的 谱 集 c(7) 中 点 可 分 为 三 类 :上 述 情形 (1) 中 所 含 4 反 的 集 
合 记 为 c (CT) , 称 为 了 的 点 谱 , 记 做 m(B);7 的 连续 谱 全 体 记 做 
o.(T);T 的 剩余 谱 全 体 记 做 a.《T), 则 olT)=o,《T) UaCTD) U 
or(T). 

无 穷 维 空间 中 算 子 可 能 有 剩余 谱 

3. 谱 半 径 x(B) 的 意义 是 什么 ? 

答 ”车 B 是 赋 范 线性 空间 E 到 E 的 有 界线 性 算 子 , 则 x(B)= 
max |4| 称 为 B 的 谱 半径 . 谱 半 径 xr(B) 就 是 包含 谱 o4B) 的 以 原点 
为 中 心 的 最 小 闭 圆 的 半径 ,其 明显 的 意义 是 : 当 |X| 二 r(B) 时 ,4 是 
8 的 正则 点 ,因而 方程 (21 一 B)g 二 了 对 任何 f€E 有 惟一 解 g. 而 
对 1A 二 r(B) ,就 不 能 保证 上 述 方程 对 任何 /EE 都 有 解 了 . 

苏联 数学 家 盖 勒 范 德 指 出 : 


r(B)=lim vB"|l. 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 的 内 容 比较 多 ， 先 讨论 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 问 题 . 
例 1 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 ; 
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(D4=[ | “]; (2B=[ “] ab 为 实数 ,6 天 0 


一 8 11 
解 ”利用 线性 代数 方法 即 可 求解 . 
(1) 由 于 
站 2 | 
(4—3)(4—9)=>= 二 3,, 二 9. 
一 8 1]11 一 4 


代入 机 二 3 得 ,一 所 十 名 一 0, 解 得 特征 向 量 {)]; 代 入 人 心 一 9 得 ， 


一 合十 @ 一 0, 解 得 特征 向 量 [| 


(2) 请 读者 利用 类 似 方法 自行 求解 . 

例 2 证 明 : 埃 尔 米 特 和 矩阵 4 二 (a) 的 特征 值 均 为 实 的 . 

证 由 Ar=Ar (Cz 天 0) ,得 

ZAr=Z Ar=AT rr A (ZAr)/ (zz). 

由 于 到 z 为 实 的 , 且 

(TAT)= (7T'Ax)'=(z'h z= A'r=X' Ax, 
所 以 ,4 是 实 的 . 
例 3 证 明 : 西 矩阵 的 特征 值 的 绝对 值 ( 或 模 ) 等 于 1. 
证 由 4z 一 AMz (z 天 0) ,得 
(Az)'=7x' AT—=AZXx', (Ax)'=Zz'A 1， 
故 Fr4-1。47Z 一 XzT » Ar—>Zz'r=|4|: zr, 
-于 是 X= (zr /Fz7)=1. 

例 4 设 丸 ,入 ,… ,为 为 n 阶 方 阵 4= (ax) 的 n 个 特征 值 ,其 中 
某 些 或 全 部 罗 可 以 是 相等 的 ,证 明 : 各 特征 值 之 积 等 于 det4, 其 和 
等 于 4 的 迹 . 

证 ”因为 ” 阶 方 阵 4 的 特征 方程 为 


au 一 从 Ci2 "°° Cin 
&21 azz 一 人 nn n—1 — 
一 pi 十 Pi-: 十 … 十 Bo 一 0， 
人 tn 一] 
| 机 Un nl au ,一 从 
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故 8, = (~—1)”, 有 1 一 一 1)7 (ai 十 az 十 十 w， )， 
Bo=detA. 


从 hh 一 (一 1D)" 分 一 deth， 


trace4 一 个 十 心 十 … 十 太一 一 8Vp8 一 al 十 az 十 … 十 as 

例 5 证 明 : 方 阵 4 的 送 4-: 存 在 的 充 要 条 件 是 4 的 特征 值 4 ,31， 
… 和 均 异 于 零 . 若 4 一 存在 , 则 4-: 的 特征 值 为 1 ,1 … 1/ 

证 为 4 存在 >det4 一 1 天 0, 所 以 4 存在 和 > 
hj, 六 芍 异 于 和 零 . 

和 石 为 4 的 特征 值 ,4 一 存在 , 则 对 4z = 一 AMze 左 乘 
A-1, 得 / : 

4 一 (VD)zi=>1l/A 为 4 的 特征 值 . 

例 6 在 有 限 维 赋 范 线 性 空间 X 上 和 定义 线性 算 子 了 : X 一 X. 
证 明 :对 于 X 的 不 同 基 ,了 T 的 表示 和 矩阵 均 有 相同 的 特征 值 . 

证 设 e=(eez…e) 与 一 (eyez,…ye) 是 筷 的 任意 两 个 
基 , 由 基 的 定义 知 ,存在 满 秩 方 阵 C ,使 一 eC. 

由 于 Y zEX, 对 每 一 基 均 有 惟一 表示 式 , 则 

工 一 eZ 一 > éej=e' zs= Dé&en ， 
其 中 二 一 (各 ) ,zs 二 (如) 为 列 向 量 ,由 e' = 二 eC 有 
eTI—=e' T=>XI=Cx, 

类 似 地 ,对 Tz 王 y 一 eyi 一 e yz, 亦 有 入 一 Cyz. 

若 Ti 与 了 T: 分 别 表示 e 与 e 下 的 矩阵 , 则 

y=Txr, 3 一 1 27? 
并 (LT 一 LVyVI 一 TI 一 了 1CZ2? 
左 乘 C ,得 7: 一 CTC. 因为 
det(T,—A)=det (CT.C—AC UTC)=detLC-1CT 一 MDC 
一 det(C-1)det(T 一 MT)detC 一 det(CT ,一 17)， 

故 了 Ti 与 Ts 有 相同 的 特征 值 . 

例 7 设 E 是 C[0,1],D(A) 是 [0,1] 上 具有 二 阶 连续 导 肾 数 
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且 适 合 边界 条 件 XC(0) 二 x+(1),x'(0) 二 zx'(1) 的 函数 x 全体 ,定义 
D(4) 到 已 上 的 微分 算 子 4 为 4z 一 一 局 ,zED(4), 求 特征 值 与 特 
征 回 量 . 

解 ” 微 分 方程 一 x”=Az 的 通 解 是 

T(t)=acosv 41 十 bsin w Ar. 

当 \ 和 (272 一 0, 士 1, 土 2,… 时 , 通 解 中 除 恒 为 霉 的 外 ,不 
可 能 有 函数 属于 厂 (4)( 即 适合 条 件 z(0) 一 z(1),z (0) 一 ZL1)). 

当 24 一 (92nr)?,n 二 0, 士 1 ,十 2,… 了 时 ,上 述 通 解 全 体 属 于 DCA). 
因此 , 算 子 A 具有 特征 值 (2n7) ,n= 二 0, 土 1 ,十 2,…. 相应 的 特征 问 
量 空间 的 基 为 cos(2mzri),sin(27rt). 

例 8 设 E 是 [一 1,1j 上 的 连续 孙 数 全 体 ,DC(4) 是 在 [一 1,1] 
上 具有 二 阶 连续 导 函 数 的 函数 z 的 全 体 , 在 D(A) 上 定义 算 子 A 为 
Az 二 [(f 一 1)xz'] ,xzED(A),t 为 z(t) 的 自 变数 , 求 特征 值 与 特征 
回 量 . 

” 解 由 二 阶 微分 方程 理论 可 求 得 方程 
[ (一 1)z] 一 和 zz 一 0， 

当 4 关 n(n 十 1) 时 ,没有 二 阶 连续 可 微 的 非 零 解 (2). 当 4 二 n(n 十 1) 
时 ,方程 的 解 为 
1 dd 
2"n! dr” 
的 常数 们 ,zx(2) 称 为 n 阶 的 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 . 因此 , 算 子 4 
只 有 特征 值 n(n 十 1)，n= 二 1,2,…. 相应 的 符 征 向 量 , 除 一 和 常数 因子 
外 为 勒 让 德 多 项 式 . 

例 9 设 EE=L (0,oo)( 复 值 的 ),D(A)= 二 {zxXEE,x"E€E),， 


D(A) 到 EE 的 算 子 4 为 At 一 x(t) ,rE D(A) , 求 特征 量 与 特征 向 
隐 / 
解 由 于 zz(t) 一 kz(1) 的 通 解 为 < 一 Cie* 十 Cxe*, 所 以 xE 


D(4) 的 充 要 条 件 是 :Re&>0,C 一 0 或 Rek<0,C:=0. 从 而 义 为 算 
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T(t) 一 (1:—1) 


子 A 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 4 二 ,Rek 关 0, 吧 4 非 负 , 且 相 应 的 特 
征 向 量 形 如 : 


X(t)=ae ""’', Re vvA 一 0. 
因而 重复 度 是 1. 
本 例 说 明 特 征 值 全 体 可 以 组 成 区 域 . 
但 有 时 4 没有 特征 值 ,例如 , 取 E=CLa,65」,A 为 


Az=| z(odr， ECla,bl|. 


从 方程 | zadr=hzGo， xE€Cla ,b | 
可 知 , 对 任何 14, 方程 解 x() 尘 0, 故 4: 无 特征 值 . 
例 10 设 电 是 希 尔 伯 特 空间 ,TEB(H), 关 上 Ti 过 1, 证 明 : 
(1 一 T) "存在 ,在 日 上 有 寞 ,县 | 
(GT 一 TD) 一 TTT+T? 十 十 TT 十 … 
右 端 级 数 按 算 子 范 数 收敛 , 且 
G7) 7 |<1/0Q ~ TI). 


证 ” 先 证 > 和 收 伍 .因为 TEB(H), 故 T*EB(H), k=1， 


由 一 站 


2 ，…。 令 ,一 > TT, 2 一 1,2,…， 则 由 于 | 1 | 过 1, 而 | TT | < 


k= 二 0 


TH, 所 以 2 上 公信 收敛 ,从 而 


ntp n 二 包 
ss = DT < 六 TS0, co， 
二 nn 十 1 点 二 十 1 


即 1S,} 是 中 (五 ) 中 的 柯 西 序 列 . 而 B( 介 ) 为 巴 拿 赫 空 间 , 故 存在 SE 
BCH) ,使 得 


| 
> 1 一 9 一 9 s P00, 
下 一 站 


即 $= > T*€EB(H). 


此 二 0 


再 证 (1 一 T)-! 二 > ,T+*.， 因 为 
£=0 
SAI—T)=(—T)S,=I—T"+!, 
而 上 THE" 中 写 上 7T, 故 上 一 0 (x->oo0), 则 
StI—7)=(—T)S=1—>0(U—T) !=S, 


| dT)-1| = | TT TT ). 
是 一 站 = 人 0 


例 11 证 明 : 巴 拿 赫 空间 XX 上 的 有 界线 性 算 子 的 殉 解 集 p(7) 
为 开 集 , 即 其 谱 c(7) 为 闭 集 . 

证 喜 2(T) 一 允 , 即 2(07) 为 开 集 ， 

设 o(7T) 天 弛 , 则 对 固定 的 WEp(T) 与 任 一 EC， 有 
7 一 47 王 了 一 MT 一 (一 ix)7 一 (了 一 xDDL7 一 (一 in) (CT 一 07 站 一 
令 V=[1— Q—X) TN%D =1— (A—h)R, 
则 上 式 可 写 为 T= 二 TIV. 由 加 Ep(T) 且 荆 有 界 可 知 , R; 一 
Ti EB(X) 对 于 所 有 的 上 2 一 如 )R 过 1, 即 

| 2—%h | < | R;, | 

中 的 4, 知 V 在 BC(X) 中 ( 见 例 7) 有 


Oo 


V1= 2 LGA 一 Ri 了] 一 > QA—h)R. 
k=0 


二 一 站 


再 由 了 中 一 REB(CX) 知 ,对 满足 思 一 TY 及 14 一 | 二 1/ 1R | 
展 , 一 了 一 (TY7) =V R， 


从 而 知 |4 一 罗 | 二 1/ | R: 站 表示 全 的 正则 集 为 的 一 邻 域 . 由 和 E 
P(T) 为 任意 知 p(T) 为 开 集 ,从 而 其 余 集 o(T)=C 一 p(T) 为 闭 集 . 
例 12 证 明 ; 复 的 巴 拿 赫 空 间 XX 上 的 有 界线 性 算 子 的 谱 o 
( 工 ) 为 圆 盘 |4| 夺 荆 上 的 紧 集 (从 而 p(T) 关 0). 
证 设 4 关 0 且 & 王 1 人 ,由 例 7 得 
Ri 一 (T 一 121) 一 一 1 0—kT)”! 
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一 玉 忆 CT 一 一 XT 
级 数 对 于 满足 上 TT/4 = 二 THA 过 1 即 14| 定 TT 的 所 有 4 收 
伍 , 且 4E p(T). 因 此 , 谱 so(T)= 二 C 一 p(T) 必 在 圆 盘 |4| 志 TT 咱 中 ， 
故 o(T) 有 界 .， 又 由 例 8 知 o(T) 为 闭 集 , 所 以 olT) 为 紧 集 . 
例 13 设 TEB(H), 证 明 : 若 14| 宇 上 TH, 则 XE pCT), 即 |4| 
之 Ti 时 , (41 一 T) 存在 ,在 瑟 上 有 界 ,县 
RAT)= >， TH/ EBCH), RAT) NEI TI). 


k= 0 


证 当 |4| 汪 TE 时 ,由 于 Tl/I141<1, 由 例 7 知 


(I—T/271= > (T/WVE BH), 


故 R, GD 于 7 一 亏 一 也 | 于 | eB 
从 而 可 得 


了 一 了 
IRD1= 遍 儿 一 下 < 高 去 ATITTT 
即 知 RAT 7 可 展 成 算 子 值 的 洛 朗 (Laurent) 级 数 ， 
例 14 五 是 复 希 尔 伯 特 空间 ,TEB( 玉 ) ,证 明 : 
(1) 设 4,uxE p(T), 则 有 列 解 公式 
RCTO— RT)= (py— VRT)R,T); 
(2)R:(T) 在 2(T) 内 是 算 子 值 解析 函数 , 且 


TRAT) -一 一 民 : (CT ) 


证 (1)R,(T)—R,(T) 
=RAT) CI—T)OR,T)— RT) QI—T)R,(T) 
~—RAT) Cm— NVR T= Cp— NRT)R,T). 
(2) 证 Ri(T) 是 连续 的 . 任 取 4€ p(T), 当 
1 一 ll<[21 RT) HJ 
即 12—%| RAT 委 172 
“189。 


时 ,由 例 7( 将 (一 io)R (TT) 当 作 其 中 的 一 T) 有 
RAT) ERATDD EEET QATAR TI 
<21 R(T). 
于 是 由 题 (1) 可 得 
| RAT)— RT) E12 RT) HN RCT) 
<21 RT) NAN |>0， >N, 
所 以 ,R(T) 关 于 和 连续 ,由 题 (1) 与 R(T) 的 连续 性 可 知 ,Ri(T) 可 
导 , 且 
Ri(T) 一 R (CT) 
4 一 如 
iDR DR 


第 八 节 ”全 连续 算 子 的 谱 分 析 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 A4 是 线性 空间 E 映射 到 线性 空间 F 的 线性 算 
子 , 如 果 AE 是 F 中 的 有 限 维 子 空间 , 则 称 4 为 有 限 秩 算 子 . 

定义 2 设 4 是 赋 范 线性 空间 E 映射 到 线性 空间 F 中 的 算 子 ， 
若 4 把 E 中 任何 有 界 集 映射 成 致密 集 , 则 称 A 是 全 连续 算 子 (或 致 
密 算 子 ). 

定理 1 设 E,F 是 赋 范 线性 空间 , 则 CC(E 一 fF) 是 B(E 一 下) 的 
线性 子 空间 . 若 下 是 巴 拿 赫 空间 , 则 C(E-~> 玉 ) 是 巴 拿 赫 空间 B(E 一 
F) 的 线性 闭 子 空间 . C(E 一 FF) 表示 上 到 FF 的 全 连续 算 子 全 体 . 
B(E 一 下 ) 宕 示 由 久 到 Y 的 有 界线 性 算 子 全 体 . 

定理 2 设 E,F 是 赋 范 线性 空间 ,4ECCE-~>P) ,那么 : 

(1)AE 必 是 Ff 中 的 可 分 集 ; 

(2) 若 G 是 赋 范 线性 空间 ,BE B(F->G),CE BCG 一 E), 则 BA 
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EC(E—>G), ACEC(G—F); 

(3)4 EC(F*—E:’). 

2. 定理 3 设 4 是 巴 拿 赫 空 间 Ek 上 的 全 连续 算 子 ,4 是非 零 复 
数 , 若 (21 一 4A)E==E, 则 4 是 算 子 4 的 正则 点 . 

定理 4 设 A 是 巴 拿 赫 空 间 Ek 上 的 全 连续 算 子 ,4 是非 等 复 
数 , 则 ROI 一 A) 是 E 的 闭 子 空间 . 

定理 5 设 A 是 巴 拿 赫 空间 已 上 的 全 连续 算 子 ,天 0, 且 不 是 
4 的 特征 值 , 则 1 必 是 4 的 共 罗 算 子 4’ 的 正则 总 . 

3. 定义 3 设 E 是 赋 范 线性 空间 ,EE 是 EE 的 共 力 空间 ， 
Y TEE,fEE' ,如 果 f(z)==0, 则 称 z 和 各 f 是 相互 正 交 的 . 

定理 6 设 4 是 赋 范 线性 空间 E 上 的 有 界线 性 算 子 ,一 切 与 
AE 中 所 有 向 量 正 交 的 EE* , 必 满 足 4" f= 二 0， 特别 地 , 当 AE 在 
E 中 不 稠密 时 ,0 必 是 A' 的 特征 值 . 

定理 7( 黎 斯 - 啸 德尔 (Riesz-Szauder) 定 理 ) 设 E 是 巴 拿 赫 空 
间 ,4 是 上 全 连续 算 子 , 则 . 

(1) 当 E 是 无 限 维 空间 时 ,0 必 是 4 的 谱 点 ; 

(2) 全 连续 算 子 的 非 零 谱 点 必 是 特征 值 ; 

(3) 当 2 和 关 0 且 是 4 的 特征 值 时 ,与 1 相应 的 特征 向 量 空间 必 古 
有 限 维 的 ; 

(4) 设 AAA » A 是 A 的 不 同 的 特征 值 ,z T2939""" 9 Tn 是 相应 
的 特征 向 量 , 则 zi,zz,…，z* 是 线性 无 关 的 ; 

(5)a(4) 的 极限 点 只 可 能 是 0( 因 而 c(4) 是 有 限 集 或 可 列 集 ). 

定理 8 设 匹 为 巴 拿 赫 空间 ,4 为 E 上 全 连续 算 子 , 则 : 

(1)o(A)=o(A'*),BhocA’ )= {4|AE 0(A))}; 

(2)4 关 41; 则 4 的 相应 于 4 的 特征 向 量 z 与 4' 的 相应 于 4 的 特 
征 问 量 f 正 交 , 即 f(x) 二 0; 

(3) 设 4 是 4 的 非 零 特征 值 ， 则 方程 1 一 4)z 一 y 可 解 的 充 要 
条 件 是 y 与 4 的 任 一 相应 于 的 特征 向 量 f 正 交 ; 

(4) 如 果 ) 为 4 的 非 零 特征 值 , 则 共 斩 方程 (417 一 4 )g=/ 可 
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解 的 充 要 条 件 是 了 与 4 的 任 一 相应 于 1 的 特征 向 量 > 正 交 . 

4. 定理 9 设 E 是 复 的 巴 拿 赫 空间 ,BE B(E 一 E),B 关 al 
(a 是 常数 ), 如 果 有 一 个 非 零 的 全 连续 算 子 A 与 8 交换, 则 B 必 有 
非 平凡 的 超 不 变 闭 子 空间 . 

推论 1 设 E 是 无 限 维 复 巴 拿 赫 空间 ,B 关 0, 且 是 全 连续 的 ,B 
必 有 非 平凡 超 不 变 闭 子 空间 ,因而 B 有 非 平 凡 的 不 变 闭 子 空间 . 

推论 2 设 EE 是 无 限 维 复 巴 拿 赫 空 间 ,BE B(E 一 EE), 洛 和 存在 
多 项 式 p() ,使 得 p(B) 为 非 零 的 全 连续 算 子 , 则 B 必 有 非 平 凡 的 
超 不 变 子 空间 . 


疑难 解析 


怎样 理解 全 连续 算 子 ? 

解 全 连续 算 子 的 概念 源 于 积分 方程 的 研究 . 若 算 子 4 将 几 
范 线性 空间 中 的 每 个 有 界 集 映 为 线性 赋 范 空间 中 的 到 密集 (相对 
列 紧 集 ) , 则 称 4 是 全 连续 算 子 。 

全 连续 算 子 4 : XY 的 一 个 等 价 定义 是 ,A 是 线性 的 , 且 对 
X 中 的 任何 有 界 点 列 {z,) , (Tx,) 在 Y 中 有 收敛 的 子 列 

由 定义 可 以 推出 ,全 连续 算 子 必 是 连续 线性 算 子 ， 事 实 上 , 相 
对 列 紧 集 是 有 界 的 ,因此 4 把 集 S 一 {z| | = 上 一 1,zEX} 映 成 了 中 
的 一 个 有 界 集 , 即 存在 常数 天 >0, 使 得 1 Tz | <K,V <E S， 从 而 
VY ZE 和 ,zz 天 0, 有 

T= x 或 17z1<K1zl， 
后 一 等 式 对 x 二 9 也 成 立 ,于 是 
17zl<Klzl VrEX, 

即 了 连续 (有 界 )， 全 连续 算 子 是 具有 较 强 性 质 的 算 子 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 开 (ts) 是 方形 域 尺 一人 Gts) est 和 0 和 雪 * 委 内 上 的 连 
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续 函 数 ,定义 算 子 4 : C[a,6j->C[La,5bj 如 下 ; 
4z(D) 一 | 天 Gs9zCs)ds， VY rECLa,b), 


证 明 :4 是 全 连续 算 子 . 
证 设 E 是 C[a,6] 中 的 任 一 有 界 集 , 则 有 常数 M>>0, 使 得 对 
一 切 xEE, 有 | + | < AM , 且 


| Ax) <| KG) | Ir) lds<kMG a)sY xEE, 
其 中 h 二 max |K(t,s) |. 这 说 明 AE= {Ax|lxEE} 一 臻 有 界 . 同时 ， 


VY e>0, 由 天 (ts) 在 域 尺 上 的 一 致 连续 性 可 知 , 6Ce)0, 使 得 对 
于 每 个 sE [a ,及 任何 st2 人 La ,bj， 只 要 It —t | <<G, 有 


| 天 (5) 一 天 (ts) <’ 


从 而 
ps 
|AzrQ)— Axt(t;) <| IK(G1,5)—K(,,s) | Irs) lds<e, 


YY ATEAE. 
即 知 集 A4E 是 同等 度 连续 的 , 故 由 阿尔 赞 拉 - 阿 斯 考 利 (Arzela- 
Ascoli) 定 理 知 ,AE 是 C[a,65] 中 的 相对 列 紧 集 ,所 以 4 是 全 连续 算 
于 . z 

例 2 ”无限 维 赋 范 线性 空间 X 的 单位 算 子 了 是 连续 算 子 ,证 
明 : 它 不 是 全 连续 算 子 . 

证 设 S 二 {rz1 上 zx 上 过 1} 是 外 中 的 “单位 球 ”, 则 5S 是 X 中 的 
一 个 有 界 集 ,了 把 S 映 为 S. 任 取 一 点 XT1E€E5S， | | | 二 ], 令 XX 二 
span {Xz1} ,可 以 证 明 XX 是 XX 的 完备 子 空间 ,X 二 XI， 由 于 XX! 关 XX， 
取 x' EX—X, 则 p(x' ， 有 1 ) 二 4d 这 0. 于 是 ,存在 X 和 |) 使 得 


| TT | < 2d. 记 z? 一 下 去 二 zz 本 , 则 | 十 2 | =—] ,XED. 由 于 


Z 十 | TO—x" | TEXI, Vv TEXI, 
有 zz 
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I | > 万， XEXI, 


> 
”zz 


故 | zz: 一 到 | >>p(zayX) 之 了. 


册 令 X: 一 span{ziyzz)， X 天 X ,仿照 上 面 的 讨论 ,可 以 选取 zs E 
S，|| zs | 王 1, 使 得 


| zs 一 二 >o(zsyzo)>> 本 ，i12 


如 此 继续 ,可 得 点 列 {z} CS, | 上 zl 二 1, 以 及 XX 的 一 个 子 空间 序 
列 (Xi} ,X=span{zi, Tr Tr}, 


1 zi 一 二 | >pCzoyz-D)> 误 ， 


1 一 1] 2 ,kk—1, k=1,2,. 
显然 ,点 列 {z1} 没 有 收敛 的 子 列 , 从 而 S 不 是 相对 列 紧 集 ,单位 算 
子 了 不 是 全 连续 算 子 . 
例 3 乘法 算 子 Tx(t)=a(z)x(z) 在 空间 CLa,5] 上 是 否 是 全 连 
续 算 子 ? 设 a(i) 是 La,6j 上 的 连续 明 数 . 
答 ” 否 ， 因 为 a(t)ECLa,5bj, 仿 
m= min ati) ， M= max atlt) ， 
则 a(z) 的 值 域 为 [m,M]. 易 证 oC(T)==[m,Mj, 故 T 不 是 全 连续 算 
了 了 . 
例 4 乘法 算 子 Tx(t)= 二 a(1)z(4) 是 否 是 L:[a,5] 上 全 连续 算 
子 ? 设 a(t) 是 [a,5] 上 有 界 可 测 录 数 . 
答 ” 否 ， 设 a(t) 不 全 等 于 零 ,大 TT 为 全 连续 算 子 ， 则 必 存 在 
加 关 0, 使 得 集合 E(E [a,5j|al) 二 ) 的 测度 大 于 零 , 否 则 对 于 一 
切 4 天 0, 有 
mE(tE[a,blla()=.)=0. 
可 知 A 不 是 T 的 特征 值 ,从 而 属于 正则 集 , 故 ol 了 TT) 二 10}, 了 ==0, 推 
出 矛盾 . 当 mEGE[a,bjlaG)= 加 ) 之 0 时, 罗 必 是 TT 的 特征 值 , 且 
7 的 对 应 于 加 的 特征 向 量 空间 是 无 穷 维 的 ,与 7 为 全 连续 矛盾 , 故 
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7 不 是 全 连续 算 子 . 
例 $ 证 明 : 公 式 Jz=z 作 用 的 嵌 和 人 算 子 J : C'[0,1j 一 CL0， 
1 ] 是 全 连续 算 子 ,CIL0,1j] 中 的 范 数 规定 为 
zl = max [zx’' (7)| + max, [x(t) 1. 
证 设 4 为 Ci[0,1] 中 任 一 有 界 集 , 则 存在 常数 二 0, 使 得 当 
TEA 时 ,有 
max | 工作 ) | 委 天 ， max |z (1) | 委 天 ， 
则 JA 是 C[0,1] 中 的 有 界 集 , 且 等 度 连 续 , 故 J4 是 CL0,1j 中 的 列 
紧 集 ,J 是 全 连续 算 子 . 
例 6 证 明 : 由 /到 7 的 有 界线 性 算 子 是 全 连续 算 子 . 
证 ”因为 /: 可 分 , 自 共 孝 ,所 以 S 二 {xER|Tz 上 1} 必 是 昼 ” 
列 紧 集 , 即 存在 {x,}E€5S ,使 得 


Tn rT -一 > 过 
T 是 有 界线 性 算 子 , 则 Tz, -一 >Tz. 


由 于 半 中 弱 收 伍 等 价 于 强 收 伍 , 故 Tz, 一 =Tz, 从 而 T 必 是 全 
连续 线性 算 子 . 

例 7 设 E,E, 均 为 赋 范 线性 空间 ,TEB(E,E1) ,证明 : 者 区 * 
是 全 连续 的 , 则 工 也 是 全 连续 的 . 

证 因为 T**EB(E**',E**) 是 全 连续 算 子 ,而 XEE 时 ,有 
Tr 二 T**x*', 故 TT 也 是 全 连续 算 子 . 

例 8 设 {e,} 是 完备 内 积 空间 X 中 的 就 范 直 交 系 , 心 一 0 
(~>co), 且 作为 实数 ， 令 


了 一 SNCr,en)e,, 
证 明 :T 是 全 连续 自 伴 算 子 . 
证 令 T,x 二 A(zxser)er, 易 证 T, 是 定义 在 XX 上 的 有 界 对 


k=1 
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称 算 子 ， | 过 | < max | | ， 旦 了 ， 是 有 穷 秩 算 子 ， 由 


| (7 一 了) 工 | 一 | >, Mi (TE4) CEL, > 和 (zyeberj 


=n 二 1 =n 十 1 


= ,Rizr,ed) lS max zl 
k=n 十 1 "LS 


故 | 人 ,一 全 上 和 max 难 
六 十 1 祥生 二 -cc 


由 入 一 0 (一 co)， 即 得 | 上 7 一 了 下 一 0 (Ca 一 co), 故 了 是 全 连 
续 算 子 ， 因 为 
(Tx, =lim(Tr,y) = lim(zr,T,y) = (rx,1y), Vv xr,yET. 


所 以 了 为 全 连续 自 伴 算 子 . 
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第 三 章 ”和 希 尔 伯 特 空间 的 几何 学 


第 一 节 ”内 积 空间 ” 希 尔 伯 特 空间 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 A 是 实数 域 或 复数 域 , 玉 是 A 上 的 线性 空间 . 如 
果 对 于 瑟 中 的 任何 两 个 元 xz,y, 都 对 应 一 个 数 (z,y)E€ 4h, 满足 以 
下 条 件 : 
(1) 共 三 对 称 性 ”对 任何 z,yE 恕 ,有 (zy) 一 (yz)， 
(2) 对 第 一 变 元 的 线性 ”对 任何 Xx,y,zE HH 及 任何 数 a,BE A， 


有 
(ax+ Py,z)=a(zr,z)T Hl(y,2z) 
成 立 ， 
(3) 正 定性 vy ZE 万 ,(zrZz) 之 0, 且 (zz) 一 0 的 充 要 条 件 是 
并 一 {， 


则 称 (Cz,z) 为 妃 中 的 内 积 . 如 果 互 上 定义 了 内 积 , 则 当 4 是 实 ( 或 
复 ) 数 域 时 , 称 万 为 实 ( 或 复 ) 的 内 积 空 间 . (有 的 教材 将 内 积 (z,z) 
记 做 (人 z, 并 ?).、) 

内 积 对 第 二 变 元 来 说 是 共 思 线性 的 , 即 Y xX,y,zE 瑟 ,及 任何 
a,PEA, 有 : 
(zaz 十 By) 一 a(zya) 十 CCzyy)， 

2. 定理 1 若 互 为 内 积 空间 , 则 VY z,yE 豆 ,有 

| (zyy)| (zz)(Cyyy)， (1) 
式 @ 也 称 为 许 瓦 效 (Schwarz) 不 等 式 . 
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定理 2 设 互 为 内 积 空间 , 则 内 积 关 于 两 个 变 元 都 是 连续 的 . 
BW 当 x0 ys > yo WN 时, (zy 加) 一 (zoyyo)， 

定义 2 完备 的 内 积 空 间 称 为 希 尔 伯 特 (Hilbert) 空 间 . 

定义 3 范 数 上 z= 二 V(r,z) 称 为 由 内 积 (zx,z) 导 出 的 范 数 . 

3. 定理 3 当 琅 是 实 内 积 空 间 时 ,有 


(zy)=7C z+tyl’ lz-yl), zyEH. © 
当 万 是 复 内 积 空间 时 ,有 
(Czy) = rtyl ry 


+il z+iy | ?~—il ziy|?). 3) 
式 @@ 与 式 图 称 为 极 化 恒等式 
定理 4( 平 行 四 边 形 公式 ) 车 石 是 内 积 空间 ,上 。 | 是 由 内 
积 导 出 的 范 数 , 则 Y z,yE 已 ,有 
上 zz 十 ?> 本 十 站 zz 一 > :=20 z+ yl). 


疑难 解析 


1. 什么 是 内 积 与 内 积 空间 ? 

答 ”在 实 ( 或 复 ) 的 欧 几 里 德 空间 E”" 中 ,对 于 任意 两 个 同 量 ( 元 ) 
Z 一 (Ziyzi Zi) 和 3 一 (yz ya; 规定 内 积 (z,y) 一 Zi 十 
Zz2y2 十 … 十 zy 有 了 内 积 概念 ,可 以 利用 它 建立 E” 中 的 欧 几 里 德 几 
何 学 ， 例 如 同 量 的 交角 、 垂 直 、 投 影 等 几何 概念 都 可 以 由 内 积 表述 . 

定义 了 内 积 的 空间 称 为 内 积 空 间 . 内 积 空 间 是 一 种 重要 的 字 
间 ,在 微分 方程 .概率 论 、 数 学 物理 .量子 物理 等 学 科 中 有 广泛 而 重 
要 的 应 用 . 内 积 空间 是 一 类 重要 的 赋 范 线性 空间 , 它 的 范 数 上 。 
由 内 积 导 出 ,满足 平行 四 边 形 公式 . 赋 范 线性 空间 成 为 内 积 空间 的 
条 件 是 范 数 要 满足 平行 四 边 形 公式 . 

2. 如 何在 满足 平行 四 边 形 公式 的 赋 范 线性 空间 上 引入 内 积 ? 

答 知 范 数 儿 … 首 确 是 由 内 积 导 出 的 , 则 极 化 恒等式 必然 成 
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立 ， 这 时 ,规定 在 实 赋 范 线性 空间 中 


Cry) = etyl’— leyl’) 
成 立 ,规定 在 复 斌 范 线性 空间 中 
(zs) = ztyl ozoyl’ 
til ztiyl*—ilz—iyl?) 


成 立 , 然 后 验证 ( x , * ) 确 实 满 足 内 积 的 三 个 条 件 . 在 证 明定 义 1 
中 条 件 (2) (对 第 一 变 元 的 线性 ) 时 ,要 利用 上 。 满足 平行 四 边 形 
公式 这 一 内 积 空间 中 范 数 的 特征 性 质 . 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 
要 求 理解 内 积 、 内 积 空间 \、 希 尔 伯 特 空间 等 概念 ,熟悉 内 积 空 
间 的 极 化 恒等式 与 平行 四 边 形 公式 ,并 能 利用 它们 证 明 一 些 简单 


命题 . 
例 1 设 X 是 实 内 积 空间 ,证 明 : 


| zl = yy 一 (C 十 yz 一 切 一 0. 
若 久 二 R?*, 这 在 几何 上 意味 什么 ? 若 筷 是 复 的 ,又 意味 什么 ? 
证 由 上 zl 二 yx;zx)= 二 (y,;y), 由 六 是 实 内 积 空 间 


知 ,(z,y) 二 《(y,X), 故 
(zz 十 yyZ 一 四 一 (zz) 十 (7 Z) 一 (zy) 一 (yy) 一 (0. 


当 叉 二 R? 时 ,表示 若 平行 四 边 形 的 边 相等 , 则 两 对 角 线 互相 


垂直 ， 当 式 是 复 内 积 空 间 时 ,有 Re(z 十 y,Z 一 y) 一 (0. 


例 2 设 蕊 是 内 积 空间 ,证明 :Y zyyyz 和 EX 有 
2 
z 一 方 (z 十 ) | . 


] 
上 = 一 和 工 肯 :十 |z 一 > -一方 | xz 一 y ?十 2 


证 上 z 一 xz? 十 上 z 一 y” 
一 艺 [ 上 (zx 一 z) 一 (Cz 一 y) 下 ?十 下 (= 一 Z) 十 (z 一 2 站 
一 也 | zx—y| :十 二 | 2z— (zx 二 y) 站 
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1 
二 一 上 xz 一 y :十 2 


1 2 
7 Zz 一 (XY) | . 
证 明 过 程 利用 了 平行 四 边 形 公 式 . 此 式 又 称 为 阿波 罗 尼 乌 斯 
(Appolonius) 恒 等 式 . 
例 3 若 和 为 有 穷 维 癌 量 空间 , 且 {teiez,…，eo 是 区 的 一 个 
基 , 证 明 :X 上 的 内 积 完 全 由 数值 7; 二 (e;,e;) 确 定 ， 并 问 :能 任意 选 
择 辣 吗 ? 
证 设 zyEXz=( 6，y 一 (人 77 ， 则 
T=—Ebietées 二 be yy 一 Tel 十 72ez 十 … 十 Ten， 
故 了 上 的 内 积 (x,y) 完 全 由 数值 ;== (e;,ej) 确 定 . 
ri = (€i,€)) = (ejy€) =ri, 
故 zi 不 能 任意 选择 . 
例 4 证 明 ; 当 p 关 2 时 ,/? 不 成 为 内 积 空间 . 
证 ”因为 平行 四 边 形 公 式 是 内 积 空间 的 范 数 的 特征 性 质 , 因 
此 ,只 要 在 4 中 能 找 出 两 个 元 ,使 平行 四 边 形 公 式 不 成 立 , 即 可 得 
出 2 天 2) 不 是 内 积 空间 . 


取 z=(],0,°…), y=(0,1,0,."), 
显然 lzl= yj =1. 
又 由 Z 十 y 一 (1, 1,0，……)， ZX 一 y 二 (1, 一 ] ,0,…)， 
得 z+yD = 上 zx 一 y= 二 27. 
当 p 关 2 时 ,有 
z+y| 十 上 zx 一 y :=2Xx2? 半 2( | |: 十 上 y=4， 
所 以 ,LC(p 关 2) 不 是 内 积 空 间 . / 


例 5 证 明 ;C[a,5] 不 成 为 内 积 空间 . 
证 因为 上 xz 一 maxlzG)|, 取 xz 一 1 人 一 元 则 


a 
| z= | y=1, 
t—a t—a 
Tr(D)+Ty()=1+i Ty) 1 


| z+yl =2， zy| =1， 
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所 以 ‖ zx 十 ?|? 十 目 z 一 > 用 一 5 天 2C1 zz: 十 下 9 一 4， 
故 C[a,6] 不 是 内 积 空间 . 
例 6 证 明 :L[a,6] 是 希 尔 伯 特 空间 . 
证 任 取 一 柯 西 列 {f,}CL[a,6], 则 {f,} 必 有 一 子 列 满足 


| 1 一/ | <2*, k=],2,.…. 

令 8 一 >) | 一 六 |，g= 一 2 1 一 记 |， 
“一 1 =1 

则 ViEN, jlg|<1. 


由 法 都 引 理 可 得 |g 外科 1. 因此 ,对 于 几乎 所 有 的 zEtLae,o ,有 
jsg(z)|<co, 且 级 数 
fo DF Df C2) — f(z)] 
对 于 几乎 所 有 的 绝对 收 全 令 
E= {zlz€Efa,6],f. (zx)+ DC/ 


，《Z) 一 六 (Cz)] 收 敛 上 
定义 了 [a, 一 C, 且 


Ee ZE 五， 
0 EE, 
则 lm (Zz) 二 f(z) 在 La;,65] 上 几乎 处 处 成 立 . 

再 证 (zx) 也 是 |f. | 关于， 中 的 极限 , 则 ZL:[a,6j] 是 完备 的 ， 
即 为 希 尔 伯 特 空 间 . 

由 {f;} 是 柯 西 列 , 故 VY se>>0,33 NEN, 使 得当 m,n 二 NN 时 ,有 
[Lf 一 f 过 e; 则 当 n>>N 时 ,有 | 太一 六 四 天. 

再 用 法 都 引 理 ,得 

[ff lar< lim | f/f. ldr<e, 

所 以 ,ff 一 .EB[ay5bj. 而 f==(f 一 了 ) 十 f,, 于 是 f€EL[La,6bj, 则 由 
上 述 不 等 式 知 , /一 /, <. 从 而 lim ‖ 大 一 六 | 一 0, 即 /(z) 也 是 
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| 六 | 关于 省 。 站 的 极限 , 己 :La ,0 是 希 尔 伯 特 空间 ， 
例 7 设 X 是 内 积 空间 ,z. 一 zoyy 一 yy(C2 一 co), 证 明 : 
(1) | zl > | zol (aeoe); 
(2) (Ts YT y0) (7 一 co ) 
(3) {zs} 有 界 ; 
(4)XTsT yr Troy (nn—oo); 
(5) 当 aaE 开 是 aa 时 ,az 一 azo (n—>o00). 
证 〈1) 由 内 积 导 出 的 范 数 性 质 知 


[zl oe zo le | 一 ze 站。 
当 m2 一 co 时 ,zz 一 zo, 故 
| zx — zol 1—>0, 
所 以 | zx > | zol (n>o00). 
类 似 可 证 上 下 全 下 ye 人 (>o0). 


(2)1(Czsyy) 一 Czovyo)| 
S| ray — yo) 1+ | (zs — zo Yo) | 
< 
因为 ‖z 上 有 界 ; 所 以 (zx, ys) 一 (ro ,yo0). 


(3) 由 题 (1 ) 直 接 可 得 {zx,}? 有 鹤 . 
(4) Cz 二 Ty) 一 《zo 十 yo) 声 上 zx 一 zo 上 十 上 yy 一 > | -0 
(7 一 ce ) 
所 以 Ts 十 yu 一 To 十 yo (〈2 一 co). 


(5) Dazs—aro | Sle| zs 一 ze) 十 1 一 xc 下 ze， 而 os 
-ay 因此 ja.| 有 人 秀 . 于 是 
| asz, 一 azo| 一 0 (2 一 co). 
本 例 表 明 , 范 数 运算 、 内 积 运 算 、 加 法 运算 和 数 乘 运 算 都 保持 
连续 性 . 
例 8 设防 是 内 积 空间 9C19C29 ”9Cn 是 互 中 元 素 , 且 满足 
(ee 一 人 
1， ?7 一]， 
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证 明 :el ,e,,… ,e, 线性 无 关 . 
证 ”用 反 证 法 证 . 设 el,e;，…,e, 线性 相关 , 则 必 有 一 组 不 全 为 
零 的 数 a ,a,,… ,a,, 使 得 z z 
aieli 十 azez 十 … 十 ae 一作， 
故 (aliel 十 azez 十 … 十 anesyei) 一 0， 1 一， 2 "Nn. 
由 题 设 知 ,(e;,e)) 在 i 关 7 时 等 于 零 ,在 ;一 7 时 等 于 1, 应 有 
(aiel 十 Qezy 十 :十 Qsen ,sei) 
—ai(ei,e) ailes ei) ailen ei) ai. 
与 前 式 比 较 , 得 a 二 0, 与 所 设 矛 盾 , 所 以 el,e:,… ,es 线性 无 关 . 
例 9 设 {z,} 是 内 积 空 间 石 中 的 一 列 点 , 且 对 一 切 y€ 石 ,有 
(zy yy) > (x,y) (一 co). 证 明 ; lim zx， 二 x 的 充 要 条 件 是 
lim | zx. | 二 上 xz. 


证 必要 性 设 limz, 二 z, 则 


[zz lz 一 zl —0. 
充分 性 这 im zl =x, 则 
| zz = zl :+ zl —2ReCr, ,7) 
> zl 十 上 zx? 一 2Re(z,x)=0 (n>00), 
有 limz,=z. 


例 10 设 互 是 实 内 积 空 间 ,z,y 是 瓦 中 的 非 零 元 ,证 明 : 
| xz 十 > 一 站 zz 十 下 > 相 的 充 要 条 件 是 存在 ) 盖 0, 使 得 > 一 )z. 
证 ”必要 性 ”因为 


z+yl| = lzxzl+ lyl, 
所 以 z+yl := |xzl?+ ly?+2lzl yl. 
又 z+yh :=z ?+ yl ?2(C7x,y) 
—>(z,y)= zl >， 


即 许 瓦 效 不 等 式 的 等 号 成 立 ， 攻 当 24== 上 y 上 /上 x 上 时 ,有 
(y—Azr,y—247z)=* z+ yl 一 241 zi yl 二 0， 
所 以 y=Azx, 且 4== 上 yl/ xz|>>0. 
203。 


充分 性 若 有 》0, 使 得 > 一 人 z, 则 
lz 二 > = 上 二 Dr 有 =DEzl= z+ yl. 
例 11 设 {z,} 和 {y,} 是 内 积 空间 的 两 个 元 素 列 , | x, e 志 1， 
Ey 志 1,n==1,2,…, 且 lim (zy) 一 1 证明: 
lim | x,—y | =0. 
证 因为 
o<|z ey) = | z, | ?+ | y, | *— 2Relz,,y) 
2—2Re(zr,,y,)—0, 
所 以 上 zx, 一 ye 一 0. 
例 12 设 了 :XXX 是 有 界线 性 算 子 ,X 为 复 内 积 空间 ,证 
明 ; 若 Y zEX, 有 (Tz,z) 一 0, 则 7 一 0. 
证 ”因为 (7Tz,z)==0,(Tyy) 一 0, 所 以 
0 一 (TCz 十 y)，(z 十 y)) 一 (7T Tryy) 十 (7Ty， 工 )。 
以 iy 代替 > 并 来 以 i, 得 
0=i[ (Tz,iy)+ GTy,7x) = (Tr,y)— (Ty,7z). 
将 上 述 两 等 式 相 加 ,得 (Tx,y) 二 0. 取 y==Tz, 则 上 Tz 上 *=0, 且 
VY rEX, Tz=0. z 
但 在 实 内 积 空间 中 ,上 述 结论 不 成 立 ， 例 如 ,在 了 R 中 , 取 旋 转 
角 为 90" 的 变换 了 ,有 (7Tz,z) 一 0, 但 是 了 尖 0. 
例 13 设 瑟 ,五 :,…, 态 ,,… 是 一 列 内 积 空 间 , 令 


Cy 


H= {{z,}|z,€EH,, 2) zl <0}, 


二 1] 


当 {x,) ,{yn} EH 时 ,规定 : 
a{za}t BP{y} = ar Py}, 


其 中 a,B 是 数 , {xs}, {ys)) 二 >， 《xray,). 证 明 :H 是 内 积 空间 ; 当 


HH, 都 是 希 尔 伯 特 空间 时 ,五 也 是 希 尔 但 特 空间 . 
证 对 {z,),{tyE 石 ,有 
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DT EAI 
上 二 nn 二] 
< 2 | zs 2) (3 Hy, 1 ™, 
== 1 


所 以 (rz.}, {y})= > (zy ) 有 意义 . 


容易 验证 , 瑟 按 规定 的 线性 运算 与 内 积 构成 内 积 空间 ,现在 
证 明志 是 完备 的 . 
取石 中 的 基本 点 列 {(z “六 其 中 
大 人 一 { 人 人 和 


于 是 ) e>>0，, io, 当 i, jj 之 io 时 ,有 | rz" —zx | <<e, 则 
|‖ ze 一 zo2 1 2<e 一 | xz2 一 z2 | <e. 
从 而 ,VY naEN,(zo)} 也 是 五 .中 的 基本 点 列 ， 


设 z 一 zco)，71 一 1，2，， 令 


(0 0) (0) 
二 {XI ) TT» i ，,***}, 


则 由 以 上 证 明知 ,对 任何 固定 的 &, 当 i,j 之 io 时 ,有 

5S | ze 一 zz | ?<e:. 

车 j 二 o0, 则 当 i 之 ,时 ,有 

S | x? —z" | :Se. 
Skxoo; 则 有 

1zp 一 zo Se 
因此 ,x 中 一 +E€ HH 从 而 x 二 xz 中 一 (rz 一 x)E 昌 ,上 且 当 i 之 is。 时 ,有 
上 zx 中 一 z 二, 所 以 五 是 完备 的 . 完备 的 内 积 空间 是 希 尔 伯 特 空 
| 例 14 设 瑟 是 内 积 空 间 , 石 "是 五 的 共 罗 空间 ,Jf, 表示 HH 上 
的 线性 泛 函 , 记 (z)=(zy),zE 互 , 若 映 射 了 :HH'*,yPP>f， 
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是 双 射 ,证 明 : 豆 是 希 尔 伯 特 空间 . 

证 因为 上 ff, 二 jy 上 ( 见 例 14), 所 以 TT 是 等 距 的 . 又 工 为 
双 射 ,所 以 妃 与 玉 * 是 等 距 同 构 的 . 由 于 任何 赋 范 线性 空间 的 共 思 
空间 必 是 完备 的 ,所 以 五 也 是 完备 的 . 

也 可 以 这 样 证 ; 任 取石 中 的 一 基本 序列 (y,}, 则 由 

[fy fs) TN =| (ry yn) Ey yl zl 
可 得 1 fy —fy, < yy , 
故 {f,} 是 矿 " 中 一 个 基本 序列 . 由 于 五 "是 完备 的 , 故 必 有 zxE 五”， 
使 得 ef, 一 z 一 0 (n 一 00). 

由 题 设 知 ,T : yh> 户 是 妃 到 万 的 双 射 , 必 存 在 yE 万 ,使 得 = 
一 访 , 则 有 ( 例 14 结论 ) 

上 | 一 > 站 三 站 太一 > 站 三 下 户 一 户 和 一 0 (00), 
即 y. 一 y, 所 以 矿 是 完备 的 ,HH 是 一 希 尔 伯 特 空间 . 

例 15 设 石 为 内 积 空间 ,yE 五 , 太 上 的 泛 了 淆 f ,定义 为 f,(z) 
二 《rz，,y)，XE 昌 ,证 明 ;f, 是 互 上 的 连续 线性 江 函 ,和 且 ff, = 
yl. 

证 VY zi,zz€ 石 和 任意 数 a,PB; 有 

fylart+Br)= (artphr,y) =a(lri,y) +h(z2,y) 
=af,(z1)+Bf ,x;) 
成 立 , 故 f, 是 线性 沁 也 . 
利用 定义 与 许 瓦 效 不 等 式 证 f, 连续 性 ,有 
f(z) =|1(z,y) lz yl, 
上 且 上 ff 雪上 y 上 . 阁 取 z= 二 y, 则 有 
f(y)=y,y)= yl’. 
又 fA y=> yl yl， 
所 以 上 iy 等 中 . 
综 上 两 式 即 得 中 疡 站 三 下? 下 
例 16 设 万 为 希 尔 伯 特 空间 ,4 是 从 五 到 五 的 线性 算 子 ， 
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D(A)= 二 玉 , 且 满足 
(Azr,y)= (zx, Ay), XT,yEHNH, 

证 明 :4 一 定 是 石上 的 有 界线 性 算 子 . 

证 设 序列 {x}CH, 且 xz 一 zo，;Azo 一 yo,y 则 VY y 芒 ,可 得 
(4zuy) 一 (Zu Ay). 

对 上 式 两 端 令 n->oo, 则 由 内 积 连续 性 得 (yo,y) 二 (xo,Ay). 类 
似 地 ,有 

(Tos 4y) 一 (4zoyy)=->>(yyy) 一 (4zoyy)， 

由 yy 的 任意 性 知 , 一 4zo, 从 而 知 4 为 财 算 子 . 

例 17 证 明 : 在 实 连 续 函 数 空 间 CLa,o]j 上 ,定义 (zyy) 一 


| z=GDy(Ddz 为 函数 zz) 与 y() 的 一 个 内 积 ,C[a, 所 构成 一 个 内 积 
空间 . 
证 由 内 积 定 义 知 ,VY Tx，yECLa,bj], 有 


(XsYy)=(y,X), Cx,z)=| T(t)di 之 0， 


. 6 
(azx+ By,z) =| (azrt+ by)z(t)dt 


¢ 
=| xz)zCG)dt 十 | By(t)z(t) dt 
=a(z,2)T bly,z) 
其 中 a,BER, 目 当 x() 寺 0,1E€ [a,6] 时 ,有 


pb 
| xX’ (1)dit=0. 


反之 , 当 | z?(1)di 一 0 时 ,也 有 
z(t)=0,+€ [a,bj. 
否则 ,车 zx) 关 0,t€ [ao, 则 必 存 在 5E [a,6],; 使 得 x(t。) 关 0, 由 
x(t) 的 连续 性 知 , 存 在 U (to,6), 即 i6 一 6<t<<to 十 6, 使 得 zx) 关 0. 
于 是 
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to 二 


6b 他 
| zdt>| T(t)dt>0, 


从 而 导出 与 | zz)dz 一 0 矛盾 . 

所 以 ,《x,，y) 满 足 内 积 的 三 个 条 件 , 又 Cl(La,6]) 是 一 线性 空 
闻 , 故 C(La,5j]) 为 实 内 积 空 间 . 

例 18 设 T,S 为 定义 于 希 尔 伯 特 空 间 右 上 的 线性 算 子 , 且 对 
于 一 切 x,yE€E 玉 ,有 (Tx,y)= 二 (rx,Sy) ,证明 ;T 和 S 为 有 界 的 . 

证 ” 先 证 了 是 闭 算 子 . 因为 DC(T)== 玉 , 设 zs 一 Zro， 
Tz 一 yo。 (co), 则 VY yE 互 ,有 

(yo) = lim (Tr,y) = lim (zr,5y)= (ro,5y) = (Tro y), 
所 以 ,yo 二 Tzxo, 故 了 为 闭 算 子 .由 闭 图 像 定 理 知 ,T 是 连续 算 子 . 

由 《Sy,z) 二 Cy,Tzx), 类 似 可 证 S$ 也 是 有 和 办 的 - 

例 19 设 矿 ,,H, 均 为 希 尔 伯 特 空间 ,定义 乘积 希 尔 伯 特 空间 
为 

HiXH,={(z172) [|r EH ,rT EH.,}, 
({z1s Ta) {yi y2)) = CT YN 1 (Xz Y2)2, 

其 中 C(x,x*) 与 (x ,x*)z 分 别 为 Hi, 昌 ; 上 的 内 积 ; 算 子 VV : 
万 ; XH 一 HiXH; 定义 为 V (zyXz2)) 二 (一 ZX2,XT1)， 证明: 

(1)H1iX 瑟 ,是 完备 的 内 积 空 间 ; 

(2)V 是 晶 ,XH 一 H,XHH, 上 的 有 界线 性 算 子 , 且 上 V = 二 1; 

(3)VY (zz 一 (zi 一 Z)， 7 "定义 为 满足 

(VCfziy Ta) {ys y= {rT} VV" Cy y1})) 

的 算 子 ; 

(4)V TV 一 xz， 六 一 Taxa Vv' =1. 

证 〈1) 设 {(z 和 ,xz 史 ) 是 五 ;X 五 :上 的 基本 氮 列 , 则 当 amza 一 
co 时 ,有 

(TT ,Tr rr 站 一 2 )2 一 > 人 0. 
从 而 {zx 四})CCHI, {zx2"?}CHi 都 是 基本 点 列 ,所 以 必 有 zx1€ Ho， 
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Xz 巨石 ; ,使 得 


Tt) ， TX, (nn~> oo ). 


于 是 (zl Zr } > {xz1,T2} (aco)， 
即 知 太 ; XH; 是 完备 的 . 
(2) 由 定义 知 ,V 的 线性 是 显然 的 .又 
| V ({x1, Xx2}) | H,xH, 一 | {— Zz2 ,X11} | 一 (人 (人 一 ZI 一 并 XI ) 


= (xz,T2) TisT1) = ({xi 2z) (ZI19Z21) 
= | (zz vn, 
从 而 知 V 是 有 界 的 , 且 上 Ve 上 ==1. 
(3)(V {ziy zea}, (yr71}) = C(O— xT1}, (yz y1}) 
一 一 (zzyyz) 十 (ziyy)C(ziyzzy (yzy Y1}) 
一 (C(ziyzz)， (yi 一 yz 一 (zl yi) 一 (zzyyz)， 
站 
(4)Y {Xxi,T2}EHIXH,, 有 
V VC(zyzo)) 一 (人 (一 ZayZlh 门 一 《人 Z1yZ2z1 
XY {x2 ,XTX1} EH,XH, 有 
VV ({z2ayT1})=V (rz, — ZT)) = (rT1). 


故 VV=Iixn,, VV'=Inxn, 

由 题 (2) 中 计算 知 ,V 是 等 距 的 ,从 而 Y {xz,Xz1)}E 太 :XHi, 有 
| {zasz} = 下 YY Cr,z)) | = Vv" Czr, zr}) |, 

所 以 ,V "也 是 等 距 的 . 


第 二 节 投影 定理 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 瑟 为 内 积 空 间 ,(x ,x* ) 是 其 中 的 内 积 . 
(1) 若 互 中 两 个 向 量 z,y 满足 (z,y)= 二 0, 则 称 z 与 y 直 区 , 记 
人 做工] y. 
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(2) 若 内 是 五 的 子 集 , 当 z 与 NM 中 一 切 向 量 y 都 直 交 时 , 称 工 
与 M 直 交 , 记 做 z 上 AM. 

(3) 铬 MM 与 N 是 H 的 两 个 子 集 ,如 果 V zEN 及 YyEN, 都 有 
zy 则 称 M 与 N 直 交 , 记 做 MLN. 

(4) 若 MM 是 厂 的 子 集 , 且 中 所 有 与 M 直 交 的 回 量 全 体 称 为 M 
的 直 交 衬 ( 集 ), 记 做 AM- . 

当 z Ly 时 ,有 上 zx 十 y 上 :== 上 zx 上 十 上 yy“ 该 式 称 为 内 积 空 
间 中 的 勾 股 定理 . 

2. 定理 1 设 台 是 内 积 空 间 ,M,N 是 日 的 两 个 子 集 ,那么 : 

(1)M+ 是 五 的 闭 线性 子 空间 ; 

(2) 若 MCN , 则 必 有 NTCAM- 

(3)MNMM-+={0}) 或 名; 

(4) 若 (MM) 是 MM 张 成 的 线性 闭 子 空间 , 则 M+ == ChCM))-. 

3. 定义 2 设 瑟 是 内 积 空 间 ,Mi 与 Mi 是 五 的 两 个 线性 子 空 
间 若 M | AM , 则 称 M= (zi 十 zzlzEAMzEM 为 Mi 与 AM， 的 
直 交 和 , 记 做 Mi 中 M: 

定义 3 设 M 是 内 积 空间 妃 的 线性 子 空间 ,x€E 瑟 . 大 有 XoE 
M ,zi | M, 使 得 zx 一 zo 十 zi，* 则 称 z。 是 x 在 M 上 的 直 交 投影 ,简称 
投影 . 

如 果 z 在 M 上 有 投影 , 则 投影 是 惟一 的 . 

4. 定理 2 设 M 是 内 积 空间 H 的 线性 子 空间 ,zE 互 . 车 zo 是 
zr 在 M 上 的 投影 , 则 

| xz— zo | 一 if | z 一 > 站， 人 b 

上 且 ze 是 M 中 使 式 由 成 立 的 惟一 回 量 . 

定理 3( 变 分 引 理 ) 设 M 是 内 积 空 间 石 中 完备 的 凹 集 ， 
XEH, 记 4d 为 x 到 MM 的 距离 , 且 

d=d(z,M)= inf | z 一 ?| ， 
则 必 有 惟一 的 xz,€ M, 使 得 上 zx 一 zo 二 a. 
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定理 4 设 妃 是 内 积 空间 ,M 是 万 的 线性 子 空间 ,xEH， 
ToEM. 若 上 x 一 zo = 二 dx,M), 则 (zx 一 zo) | M. 

定理 5( 投 影 定理 ) 设 M 是 内 积 空间 态 的 完备 子 空间 , 则 V zx 
EE 如,z 在 M 上 的 投影 惟一 存在 , 即 存 在 zx。€ M,zxi AM, 使 得 z 一 zo 
十 zi, 且 这 分 解 是 惟一 的 ， 

推论 1 看 M 是 内 积 空 间 互 中 的 完备 线性 子 空 间 , 且 MM 闫 HH， 
则 M+ 中 有 非 零 元 素 . 

推论 2 设 互 I M 是 五 的 线性 子 空间 , 则 M = 
(M+)+. 特别 地 , 若 MM+= 二 {0}, 则 M 在 五 中 稠密 . 


疑难 解析 


1. 什么 是 投影 的 极 值 性 质 ? 

答 ”投影 的 极 值 性 质 是 指 : 当 M 是 内 积 空间 五 的 线性 子 空 
间 , 且 XE 日 ,XzoEM 时 ,有 

| z—zo | =inf | z—y|， 
其 中 zo 为 z 在 M 上 的 投影 . 

这 个 性 质 说 明 ,在 用 线性 子 空间 中 的 元 素来 逼近 工时 , 当 且 
仅 当 y 等 于 z 在 M 上 的 投影 ze 时 ,逼近 的 程度 最 好 (取得 极 小 值 ). 

在 随机 过 程 、. 逼 近 论 . 最 优化 理论 等 学 科 中 常用 投影 的 极 值 性 
质 来 研究 最 佳 通 近 . 

2. 投影 定理 有 什么 意义 ? 有 什么 局 限 ? 为 什么 ? 

答 ” 投 影 定 理 是 希 尔 伯 特 空间 理论 中 的 一 个 极其 重要 的 基本 
定理 . 依据 投影 定理 ,可 以 建立 希 尔 伯 特 空间 的 闭 线性 子 空间 与 投 
影 算 子 的 一 一 对 应 ,使 空间 之 间 的 关系 与 投影 算 子 之 间 的 关系 完 
全 对 应 起 来 ,使 得 可 以 把 线性 闭 子 空间 与 投影 算 子 同等 对 符 . 

但 投影 定理 仅 在 希 尔 伯 特 空间 成 立 , 在 一 般 巴 拿 苗 空间 不 成 
立 , 因 为 在 巴 拿 赫 空间 中 没有 直 交 概念 . 

3. 怎样 求 最 佳 站 近 元 ? z 

答 ” 变 分 引 理 的 证 明 给 出 了 最 佳 表 近 元 的 构造 方法 , 它 就 是 
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极 小 化 序列 {zx} 的 极限 ， 
设 dimAf 一 7 ?El9C29 ”3 是 M 的 一 个 基 , MAM 中 关于 > 的 最 佳 


卉 


逼近 元 x。 二 》/ejN 必 满 足 : 


( 工 一 Zooyy) 一 0， vy rr,yEM, 
即 (zz 一 2Zoyei 一 0， 1 一 |] 2 
亦 即 有 线性 方程 组 


> Nlesei) = (Zei) ，1 一 1， 2 ,nN, 
一 1 


由 最 佳 逼 近 元 存在 且 惟 一 ,方程 组 的 解 存 在 且 惟 一 , 故 其 死 拉 
默 行 列 式 
(elyel) (e2961) …。 (eyel ) 


(el ez 1) 《ez ,22 ) 《eye2) 


CCelyez， yen) 一 , , 天 0， 


Cr 


(el ye ) 《ezye，) """ (€,»€n) 
其 解 为 二 eee ey 其 中 G; 表示 将 Glei ,es，*… ,e,) 中 第 j 列 


换 成 (CCzyel) 3 (ZX,e2) 9"""y (《Zyen)) 后 所 得 的 行列 式 . 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 理解 直 交 、 直 交 子 空间 、 直 交 补 、 直 交 和 及 直 交 投影 等 概 
念 ,熟悉 变 分 引 理 与 投影 定理 ,掌握 求 有 限 维 空间 的 最 佳 逼 近 元 的 
方法 ,会 利用 基本 概念 与 基本 定理 证 明 一 些 较 简单 的 命题 . 

例 1 设 1M 与 N 是 内 积 空间 五 的 两 个 子 集 , 证 明 

(1) 若 M N, 则 AMCNL; 

(2) 若 MCN, 则 N+CM+，; 

(3)MCM+)+, 

(4MCH,MMNMNM+= {0). 

证 (1) 因 为 Nt={z|(z,y)=0,V yE€EN,TENH), 而 MN， 
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且 MCH, 所 以 ,VY zENM 一 rzENL, 即 MCNL. 

(2)Y XEN 和 一切 yEN, 有 (x,y) 二 0. 又 由 MCN 知 ,Y y 
EM, 有 (xz,y)= 二 0,; 所 以 TEM-+, 即 Y XEN+>XxE Mt+, 故 N+C 
M+. 

(3)Y TEM, 有 xz M+, 从 而 TE CMLt)+, 即 MC(CM+)+. 

(4)Y TEMNMM+, 有 zj zy 即 (x,7x) 二 0 二 >zx=0, 故 MM+ 
一 《0). 

例 2 在 内 积 空间 中 , 若 z 二 yy 证明: zx 十 y ?= 上 z 中? 十 
| y 中 ,并 可 推广 到 xm 个 互相 直 交 向 量 情形 . 知 蕊 为 实 空间 , 则 由 
等 式 可 推断 出 zx |y. 

证 车 z | x)，i 关 jj)i,j 二 1,2,…,m, 则 直接 计算 可 得 


石 上 zy := | xz | ?+ yj ?， 

则 0 一 (z 十 yz 十 切 一 下 工作 一 下 > 站 
一 (zyy) 十 (yz) 一 (zy) 十 (zy) 一 2Re(z,y)， 

从 而 知 ,在 复 空间 时 ,由 等 式 不 一 定 推 闫 出 zy. 

例 3 设 r 关 9,y 关 9 是 内 积 空间 X 的 两 个 元 素 ,证明 : 

(1) 车 x 上 >y, 则 {zx,y} 是 线性 无 关 的 ; 

(2) 若 zi 天 gzLziG 天 h 门 7 一 1 2 7 ， 则 集 {ziyzz，…， 
Zn} 是 线性 无 关 的 . 

证 (1) 用 反 证 法 证 . 设 y 一 cz, 则 

0 二 (x,y)=al z=>a= 二 0 或 x 二 0， 


导出 与 题 设 刻 慎 ; 故 集 (zy} 线 性 无 关 . 
(2) 设 > wzi=0, 骨 


0 二 (0,zb) 一 ( > ajrjs zh) =a: | x | 7, 


从 而 ,0 二 0; 二 1,2,… 1m , 故 集 {zx) ;XT2， "Tm} 线 性 无 关 . 
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例 4 在 内 积 空间 中 ,证 明 : 
(1)z | y<c 人 对 于 所 有 数 c, 有 |z 二 ay|= 三 |z 一 cy|| ; 
(2)z | yy 对 于 所 有 数 a, 有 上 x 十 ay 宇 上 ez|. 
证 〈17 因 为 
(z 士 ay,Zz 十 oy) 十? 圭 a(xz,y) 土 a(y,7z) 十 |al?y 目 ?， 
所 以 当 x Ly 时 ,有 
| zay | = zx—ay|. 
而 | z+tay| = | zay| =>a(z,y)+i+a(y,7z)=0, 
当空 间 为 实 的 时 , 取 a= 二 1, 当 空间 为 复 的 时 , 取 a 二 1 或 a 二 一 i, 从 而 
得 到 (zyy) 一 0 一 zy 


C2) 若 1 z+ay1 > 人 zl , 且 > 天 0, 则 可 取 s 一 一 下 守 5 ,可 得 
0 委 (Z 十 ay 十 ay) 一 下 站 
一 caCzyy) 十 ac(Cyz) 十 je 下 >: 一 一 [zy 站 ?于 于 委 0， 
故 必 zy 反之 ,是 显然 的 . 
例 5 设 M 是 内 积 空间 X 的 子 空间 ,xz€EX, 记 d= inf ez 一 y， 
证 明 :V yyzEA, 有 


| JI1 “JJ2 | YY | TX—Y | “一 十 | 民 .2 | i—d’. 
证 ” 记 z: 一 z 一 yzz 一 一 %, 则 对 任何 4 天 1, 有 
(y1—Ay)/(1—A)EM, 


所 以 | 7 | >d’, 
即 | zi 一 Az; |: 宇 d11 一 A”. 
对 于 4 二 1 的 情形 ,将 内 积 展 开 ,得 
[C23521)—d: A (Cz,22)—d’]—AL(z,,21)—d’ | 


十 14|?[ Cz ,Zz2) 一 d “jj 衬 0. 


夺取 人 一 [ (2 ,22) —d’* I/[ (z, ,22) —d’j， 
则 有 [| (>， ,21)—d’]— | 《之 ] ,2 ) 一 ci [2/{ (>， ,zz ) 一 民 |] 之 0， 
印 | (zi ,22)— d(Cz,z)—d’ | (zz) — ad’|, 
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改 yy 一 yz ?= zz ?= (zz zzz) 
一 (zl 2z1) 一 (zz 2Z1) 一 (zlyz2z) 十 (zzyZ2) 
一 (| zl?—ad)+ (| 2; | 2—a:) 
—[ (zs,21)—d? |)—f{(Cz,z,)—d:] 
(za )+ (Cz | — 4) 


+2V al av lz 
=( Vz Nat Ve la). 


例 6 设 M 是 内 积 空 间 石 的 非 空子 集 ,证 明 : M+ = 
(CMi)+)+ ,M+= MM). 
证 因为 MCCM2)+, 所 以 M+ 必 CCM+)1)+, 反之 也 有 M+C 
CCM+)+)+， 因此 M+=(CM+t)+)+. / 
又 由 MC 及 ,所 以 MIDCM)t. 反之 ,对 XEM1i,yE€ 及 , 取 
{yx}CM, 使 得 y,>y (n>co)， 因 此 
(x,y) =—lim(z, ys)=0, 
从 而 zcE(M)L 一 >A CCAM) 寺 . 
综 上 即 得 AM- 一 (AD)-. 
例 7 设 M 为 希 尔 伯 特 空间 五 的 线性 子 空间 , 硅 对 任何 TE HH 
在 M 上 的 投影 ze 都 存在 ,证 明 :M 必 为 互 的 财 子 空间 . 
证 取 {z,}CM, 且 limzo 一 工 因为 z 在 M 上 的 投影 存在 , 故 
”存在 zeEM,z LM, 使 得 x 二 zo 十 zt， 和 需 证 明 z1 二 0. 
因为 z,EM, 所 以 (zx,,z1) 二 0, 从 而 
0=lim (rT) = (rT = (TT TI) (1 71), 
帮工 = 二 0, 即 zx 二 xoEM, 即 MM 是 闭 子 空间 . 
例 8 设 M 是 希 尔 伯 特 空 间 石 的 闭 子 空间 ,zE 刀 ,证明 : 
min{ | z—z| lzEM}=max{|(z,y)||yEM+, | y| =1). 
证 因为 M 是 闭 子 空间 ,xz 在 MM 上 的 投影 存在 ,; 故 有 zoE€M， 
Xi LM ,使 得 += 二 xo 十 1;, 则 由 定理 2 知 
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min{ | zx—z| [lz€EM}= | xi. 
另 一 方面 ,VY yE M+, 上 yj 上 ==1, 有 


[zyy)| 王 |(zo 十 zy 三 [zy) 委 1 zyl= lzl, 
即 max{t|(zyy)|lyEAM yl =1}< 1x |. 
告 取 工 ! 二 9, 则 


max{|(z,y)||yEM* ,| yl =1}=0= | zl. 
看 二 天 0 并 取 y= 一 zz 则 yy 首 =1yEA-, 且 
(zy) 一 (zo 十 Ziyz zl) 一 zz 
故 max{|(Czyy)|lyEA ,| y|=1} 之 上 zi. 
于 是 max{|(z,y ||yEMt, | yl =1})= | zi | 
=min{ || x—z | |z€E M)}. 


例 9 证 明 .C” 的 子 集 M = (yly= Greg， 20=1j 是 
完备 的 . 凸 的 ,并 在 M 中 找 出 最 小 范 数 的 向 量 . 
证 VY ww 二 (wi)EM,J {ym}CM, 使 得 


Vm 一 Cn” 7 9 ,0 )—w,， 


且 D7 =1=> Sw,=1. 
从 而 知 wEM. 即 MM 是 闭 的 ,所 以 MM 是 完备 的 . 
XYVyEM,z= (C0 6 EM 与 <cEG [0,1 ay 十 (1 一 ac)z 
EM. 因为 
》 [aoyi 二 (1 一 o 杂 = 2 n+ 六 /多 一 1， 
所 以 M 是 凸 的 ,> 一 (1 人 1/ … 1/ 在 AM 中 有 最 小 范 数 . 
例 10 设 M 是 希 尔 伯 特 空 间 瑟 的 非 空 子 集 ,证 明 :(AM-) 是 


万 中 包含 M 的 最 小 闭 子 空间 . 
证 由 例 6 可 知 
spanM= (spanM+)t+=((spanM)+)+, 
要 证 spanM= (M+)+, 
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第 要 证 明 (spanM+)= M+. 

因为 MCspanM, 所 以 M- 必 (spanM)t+. 反之 , 设 zEAML, 则 
Y yEM, 有 (x,y) 二 0. 已 知 内 积 关 于 第 二 变 元 是 共 堪 线性 的 ,所 
以 (zy) 一 0 关于 一 切 yE spanM 都 成 立 , 从 而 知 zE (spanM)+， 
即 (spanM)+ = M+. 

例 11 设 M 和 NN 是 希 尔 伯 特 空间 的 两 个 直 交 的 闭 子 空间 ,证 
明 :MON 也 是 互 的 闭 子 空间 . 

证 ” 任 取 {zx,}CM,{y}CN,z 十 YEH (n>o00), 则 {Zz 十 yr) 
是 五 中 的 一 基本 点 列 . 因而 当 m,2 co 时 ，|| (zone 十 ym) 一 (zs 十 
y,) 一 0， 由 题 设 知 ,M_ILN, 故 

| Cz — zx) + Cy Oo— ya) |= | za oz yy 
从 而 zm 一 zi 一 0， ys 一 y >0 (m,n>o0). 

又 M,N 是 昌 的 完备 子 空间 ,所 以 必 存 在 z+€E M,yEN ,使 得 xz 
一 > 人工 yn 一 人 (n 一 oo0), 则 有 zz, 十 y, 一 Zz 十 yy (no0), 故 MWDN 也 是 
妃 的 财 子 空间 . 

例 12 证 明 :( 一 1,1) 内 所 有 实 值 连续 函数 所 成 的 回 量 空间 芯 
可 以 表示 成 (一 1,1) 内 奇 连 续 函 数 全 体 与 偶 连 续 函 数 全 体 所 成 集 
的 直 和 . 

证 Vz(bEXX, 令 


z(t) = [z(t)—z(—t)]) zz) 一 广 [z(G) 十 一世]， 
出 zx.(f) 是 奇 函 数 ,zs(1) 是 偶 函 数 , 且 zx() 二 x1(t) 十 zs(t) 成 立 , 故 

例 13 设 C[ 一 1,1j 是 实 值 连续 洋 数 空间 ,定义 内 积 (J ,g) 王 
站 fC)g (Cz)dz. 著 记 MM 为 C[ 一 1,1] 中 奇 函 数 的 全 体 ,入 为 
cf 一 1,1] 中 偶 函 数 的 全 体 ,证明 :CE 一 1 1 一 M 中 N 

证 ”本 例 与 例 12 几乎 一 样 , 只 是 例 12 没有 定义 内 积 , 因 此 本 


例 需 证 明 AM _ N. 
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1 1 
(dg=| fora)dr=| (f(x) gr)dz 


1 
=| cosgcndz=- —(f,g), 


从 而 知 (f,g) 二 0, 即 MELN. 


f(z)=5[f (2) + —z)], falz)=#[f (7) —f(—z)], 


则 EN,fEM, 而 f=fi+fiy 所 MCL—1,1]=MON. 

例 14 设 Mi,M 是 和 硕 尔 伯 特 空间 X 的 子 空间 ,Mi | M;,M= 
MBM;, 证 明 ;M 是 久 的 闭 子 空间 的 充 要 条 件 是 Mi,M; 均 为 团子 
空间 . 

证 必要 性 设 M 为 闭 子 空间 ,{zojEMi, 且 当 mco 时 ,zs 
一 +; 则 VY XxEM 和 一 切 yE M;, 有 
(zy) 一 jim(zoy) 一 0， 
故 xE€EM2. 因为 
M=M.OWM,, TEM, rEMi, 
所 以 XE Mi, 即 Mi 为 闭 子 空间 . 

类 似 可 证 M; 为 亲子 空间 . 

充分 性 设 Mi,M: 均 为 闭 子 空间 , {xz}CM, rx” 一 z 
(n 一 00),XE€E 有 XX, 令 T= 二 =z 十 Xz2, 其 中 zx EMi,z2"”E Mi, 则 z= 
Ti 十 Xs; 其 中 XEMi,XzEMIt. 又 因为 

Ez zzr"* zl ,i=1,2, 
故 rz" ">TEM, Zi 一 TEN 
从 而 zEAM 十 M:, 即 M 为 闭 子 空间 . 

例 15 设 M 为 希 尔 伯 特 空间 X 的 同 子 集 ,{z.}CM, 且 zz, 
d= inf 上 zl (一 co) ,证明 :(z) 是 X 中 的 站 和 伍 点 列 . 

证 ”由 平行 四 边 形 公式 
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?| 3 = ti， 


因为 M 是 凸 集 , 所 以 (zs 十 zm)/2EM, 则 当 n,m 一 co2 时 ,有 


0<3 lz zal zl zl:—24d 0, 


即 上 xz, 一 zm 上 ~>0. 又 因为 X 是 希 尔 伯 特 空间 ,所 以 X 是 完备 空间 ， 
故 {zs} 是 生 中 的 收敛 点 列 . 
例 16 设 蕊 是 内 积 空间 ,AM 和 天 他 为 和 的 完备 西子 集 ,证 明 : 对 
于 每 个 给 定 的 EX, 存 在 惟一 的 yE€ M, 使 得 
6=inf zx—yl = | zx—yl. 
证 存在 性 ”由 下 确 界 的 定义 知 ,Y nEN,3 y, EM, 使 得 
< | zy | Fli/n, 


故 6=lim | z—y.. 
由 平行 四 边 形 等 式 和 Af 是 本 集 , 得 
| ym — yl =| (ry (ry) | 


=2C| zy ?+ zy lo | 27— (y+ ym) | 
=—2(C | zy, ?+ lz yn | ®) 


2 


一 4 z 一 去 (y+y) | 
魏 2( 有 zz 一 入 外 十 用 z 一 和 一 4 一 0 (n,m—>00), 
即 {y,} 是 柯 西 序列 . 因为 M 是 完备 的 , 故 存在 yE M, 使 得 yw 一 y 由 
范 数 的 连续 性 即 得 
6=lim| zx~—y, l= 1z—yl. 
惟一 性 ”车 男 有 yoEM, 使 得 = zx 一 yo 有, 则 由 平行 四 边 形 
等 式 
| y—yo := (ry) ~—(z—y) 
=2(| zx—yo) + | zy 2 (yt+y) | °) 
一 2(8: 十 的) 一 4 z 一 二 (y+y) <46: 一 46:=0， 
从 而 ,yy 一 yo， 即 惟一 . 
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例 17 若 M 为 希 尔 伯 特 空间 互 的 子 空间 ,证 明 :M 是 互 上 某 
连续 线性 泛 函 的 零 空间 的 充 要 条 件 是 M+ 为 一 维 子 空间 . 

证 必要 性 设 f 是 满足 条 件 的 泛 肾 , 石 f 对 应 于 yoE 昌 ,有 即 
f(r) 二 (rz,yo), 则 由 

| M=N(/f)=span{yo}t, 

可 得 Mi=span{yo}tl=span{yo). 
这 是 因为 有 限 维 空间 必 是 闭 子 空间 . 

充分 性 ” 设 M+ 为 一 维 子 空 间 , 取 xoE€M*, 且 zo 考 0, 则 有 ==MM 
span {zo). 因为 ,VY xzE 妨 ,有 惟一 的 分 解 + 二 mx 十 txo, 其 跑 EE 
M,t 为 一 个 数 . 作 互 上 的 泛 胃 :Jf (m 十 tx0o) 二 t | to | ; 匈 见 J 是 瑟 
上 的 线性 泛 函 ,f 的 零 空间 N (让 二 MM. 又 由 N (用 的 闭 性 可 知 ,f 是 
连续 的 , 且 上 f==1. : 

例 18 设 态 为 内 积 空 间 ,M,NCH,L 是 由 M 和 NN 张 成 的 线 
性 空间 ,证 明 :Lt+= 《M+ 站 N-). 

证 由 MCL 和 NCL, 即 可 得 出 Lt+CCM- 人 NN ), 故 只 需 证 
(ML 站 NL)ICZLL 即 可 ， 

设 zE CM+ 站 Nt),yEL, 则 必 有 y= 二 ayi 十 Byz, 其 中 yy EM ,yy 
EN, 从 而 

(Tyy)= (ray thBy)=a(r, yi) th zr, y)=0. 

所 以 ,zy, 从 而 知 zELt, 即 (M+ 站 N+)CL. 

综合 两 式 即 得 ”Lt+= M+NN1+). 


第 三 节 ”内 积 空 间 中 的 直 交 系 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 包 是 内 积 空 间 瑟 中 的 一 族 非 零 向 量 ,者 多 中 
任何 两 个 不 同 向 量 都 直 交 , 则 称 多 是 儒 中 的 一 个 直 交 系 . 知 直 区 
系 . 中 每 个 向 量 的 范 数 都 是 1, 则 称 . 是 就 范 直 交 系 . 
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定义 2 设 多 是 内 积 空 间 太 中 的 就 范 直 交 系 ,zE 万 , 则 数 集 
((Czse)leE 多 )} 称 为 问 量 z 关 于 就 范 直 交 系 多 的 傅 里 叶 (Fourier) 
系数 集 , 称 数 (z:e) 为 工 关 于 e 的 傅 里 叶 系 数 . 

2. 定理 1 设 el,e;，…,e, 是 内 积 空间 妃 中 的 就 范 直 交 系 ， 
M=span(ei,es,*"* ;e,) ,XERH, 则 . 


(1)Zzxo= 2 (zyei)e， 是 并 在 AM 上 的 投影 , 且 


| zx。 || :一 HEE : (D 
(2) 对 任何 数 waz，…，a ,有 
| Z 一 aie 之 | 工 一 之 / (X ,ei)e: © 


定理 2 ( 贝 塞 耳 (Bessel) 不 等 式 ) 设 多 ={ex|4E€ A}) 是 内 积 
空间 五 中 的 就 范 直 交 系 , 则 VY zxzEHH,Zz 的 人 里 叶 系 数 集 
{(zx,ex) |4E A} 中 最 多 只 有 可 列 个 不 为 零 , 且 适 合 贝 塞 耳 不 等 式 

2 (zo) < | zl @ 

推论 ” 设 {e,} 是 内 积 空 间 已 中 的 就 范 直 交 系 , 则 VY zxE€E 五 , 必 
有 lim(zx,e,)=0. 

3. 定义 3 设 {e,} 是 内 积 空间 五 中 的 就 范 直 交 系 , 若 Y zE 
玉 ; 有 巴塞 瓦 (Parseval) 等 式 : 

| zl = 2 |r (4) 
成 立 , 则 称 直 交 系 {e,} 在 瑟 中 是 完备 的 . 

式 @ 称 为 x 关于 多 二 {el1,ez，… ,er，…} 的 完备 公式 . 

定义 4 设 多 ={ei1XEAh} 是 内 积 空间 五 中 的 就 范 直 交 系 , 对 
xzE 万 , 称 级 数 2 (zx,ex)e; 为 向 量 x 关于 多 的 傅 里 叶 级 数 ( 或 傅 里 


叶 展开 式 ). eda 称 z 可 以 关于 多 展开 成 为 傅 里 


叶 级 数 . 
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定理 3 设 多 二 {el4€ A} 是 内 积 空 间 矿 中 的 就 范 直 交 系 ,E 
为 由 有 多 张 成 的 线性 闭 子 空间 , 则 V x€ 五 ,下 述 命 题 等 价 : 
(] rEE; 


(2) | zl:= > |(r,ed) 1’; 


4 人 具 


(3)z 二 > (ZX ,C4) Ex. 


人 人 站 


推论 1 内 积 空 间 媚 中 就 范 直 交 系 . 罗 一 (elAE4 人 4) 成 为 完备 
系 的 充 要 条 件 是 .多 张 成 的 子 空间 E= 石 , 另 一 充 要 条 件 是 VY zE 
圳 ,有 并 一 > (yeE1)ea 成 立 . 


人 E 各 


推论 2 (斯 切 克 洛 夫 《Crerknos) 定 理 ) 设 多 = 二 (e114€ A 是 内 
积 空间 五 中 的 就 范 直 交 系 ,车 有 五 中 的 稠密 子 集 忆 ,使 得 Y xED 
都 成 立 巴塞 瓦 等 式 | z1:= 2》)1(z,ex) |, 则 .多 是 完备 的 . 


4. 定理 4 设 .多 = 二 {e114€ A}) 是 内 积 空间 石 中 的 就 范 直 交 系 ， 
多 张 成 的 线性 子 空间 为 已 ， 任 取 zE 五 ,如 果 z 在 瑟 中 有 投影 ro， 
则 >z。 就 是 z 关于 多 的 傅 里 时 级 数 > 《 工 ;ex)eE1。 如 果 瑟 是 希 尔 伯 特 


空间 , 则 Y rEH, 2», (xX ,er) en 是 工 在 五 上 的 投影 ， 
AE A 


定理 $5 (和 歼 斯 - 费 舍 尔 (Riesz-Fischer) 定 理 ) 设 态 是 希 尔 伯 
特 空 间 ,多 ={eiyez,…} (有限 个 或 可 列 个 ) ,有 罗 张 成 的 线性 子 空间 


为 E. ccz,… 是 使 之 / lc 上 过 oo 的 数 , 则 必 有 惟一 的 向 量 xEE 以 c; 
为 x 关于 e; 的 傅 里 叶 系数 , 且 z 有 傅 里 时 系数 了 一 >Jcje 


s， 定义 5 设 多 是 内 积 空间 已 中 的 就 范 直 交 系 , 若 灾 - 一 
{0}. 则 称 多 是 完全 的 . 
定理 6 设 多 ={e|4€E4} 是 内 积 空 间 厂 中 的 就 范 直 交 系 , 右 
多 是 完备 的 , 则 :多 是 完全 的 . 若 妃 是 希 尔 伯 特 空间 , 则 完全 的 就 
范 直 交 系 必定 是 完备 的 . 
6. 定理 7( 格 兰 姆 - 许 密 特 (Gram-Schmidt) 和 定理 ) 设 G= 
。 2220。 


(gsgz，…} 是 内 积 空间 玖 中 有 限 个 或 可 列 个 线性 独立 的 同 量 , 则 
必 有 在 了 刁 中 的 就 范 直 交 系 祷 二 (hi,h,,…), 使 得 YY nEN,g 是 hh， 
hi，… ,hh 的 线性 组 合 ,h, 也 是 gi,g2，… ,g, 的 线性 组 合 . 这 种 六 除 
去 一 个 绝对 值 为 1 的 常数 因子 外 ,由 g1,g:，,…,g, 完全 确定 . 

7. 定义 6 设 人 Hi 与 刁 , 是 两 个 内 积 空 间 , 帮 有 磊 ! 到 右 : 上 的 
一 一 映射 p 保 持 线性 运算 及 内 积 , 即 Y zi,y1E Hi 及 两 个 数 a,B, 有 

p(azi 十 Bi) 一 apGzi) 十 BC )， 
(pT1) ,PY1)) = (Xi y1) 

都 成 立 , 则 称 内 积 空 间 五 ; 和 五 ; 是 同 构 的 . 

定理 8 任何 ” 维 内 积 空间 瓦 必 和 n 维 欧 几 里 德 空间 同 构 . 

定理 9 任何 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 必 和 某 个 "或 1* 同 构 . 


疑难 解析 


1. 为 什么 在 内 积 空间 中 要 引入 就 范 直 交 系 ? 

答 ” 因 为 直 交 系 必 是 线性 无 关 的 子 集 , 因 此 ,在 内 积 空间 中 引 
和 人 就范 直 交 系 就 可 以 把 空间 中 的 向 量 关于 就 范 直 交 系 展开 成 级 数 
的 形式 . 

就 范 直 交 系 相 当 于 欧 几 里 德 空 间 中 某 些 彼此 直 交 的 单位 回 
量 ,而 向 量 z 的 传 里 叶 系 数 相当 于 二 在 这 些 单位 方向 向 量 上 的 坐 
. 标 . 

例如 , 若 一 列 函 数 {e,()} ,n= 二 1,2,… 都 属于 复 空 间 LLa,6bj， 
月 


vb 
| en(t)emn(t)dt—=Om (n,m=1,2,.), 


其 中 5% 是 元 罗 内 克 尔 (Kronecker) 记 号 ( 即 当 1 天 1 时 ,0 一 0， 
6 一 1), 则 {e} 是 L*[a,6] 中 的 就 范 直 交 系 ,这 时 xE LLa,6] (z= 
X(t)) 关 于 ee， 的 健 里 叶 系 数 是 


, z 
Qn= (XEn) =| Tlt)es(t)dt, n=1,2,*°. 
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特别 地 ， {e2 ) ;7 二 0， 十 上 ， 十 2,… 是 复 希 尔 伯 特 空间 Li[a ,b | 
的 就 范 直 交 系 ,Y fEL[La,6bj, 其 传 里 叶 系 数 为 


1 站 
<- 一 | fe di, n==0， 士 ] ,2 
恬 


2. 怎样 求 内 积 空间 五 的 就 学 直 交 系 ? 
答 ” 设 {zizz,…} 是 内 积 空间 五 中 有 限 个 或 可 列 个 线性 无 关 
的 向 量 , 则 必 有 五 中 的 就 范 直 交 系 {e1,e,，…}) ,使 得 VY nEN, 有 
spanfelyez，…yes} 一 span{ziy zz Zn 
令 e 一 ZU zi 外 ， 则 je 三 1, 且 
span {ei} =span\x}. 
令 UVs 二 Ts 一 (Xz2,e1)e1， 因为 zi,zz; 线性 无 关 , 所 以 vs 闫 0， 月 v4 
el。 再 令 ez: 一 pz/ | 卜 , 则 | ea | =1, 且 es Lei: 显然 
span{eises} =span{xzi, rx). 
如 此 继续 .如 果 已 作出 ei,es，… ,es-i, 其 中 ei 二 1,i1 二 1,2,*…，n 
一 1, 且 两 两 正 交 , 满 足 


spante rE29""" ,En} 一 Span《Zi 9 TC2s""" Ta}, 


则 令 友 一 2 一 >) (Tn ,er ) Ci. 由 村 9 并 29 ”3 线性 无 关 , 知 w 天 0, 故 
[一 1 


可 令 e 二 v/v 1; 则 上 es 有 二 15 且 eoleyi 二 1,2，…sn 一 1, 同 时 
满足 

span {el ,E29°"* 9En) —=Span {zi Tas" ,Tn}. 
一 直 继 续 下 去 , 即 可 得 到 就 范 直 交 系 ， 这 个 过 程 称 为 格 兰 姆 - 许 密 
特 正 交 化 过 程 ， 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


内 积 空间 的 就 范 直 交 系 是 数学 分 析 中 直 交 函数 系 概念 的 推 
广 . 在 讨论 就 范 直 交 系 时 ,要 注意 与 前 面 概 念 (内 积 、 范 数 ) 等 之 同 
的 联系 ;在 验证 其 完备 性 等 性 质 时 ,要 善于 运用 以 前 的 知识 与 性 质 
来 分 析 与 证 明 命题 . 
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例 1 设 F= {el1AE€h} 是 内 积 空间 五 中 的 就 范 直 交 系 ， 
XEH, 则 下 列 命 题 等 价 : 


me 


(1)xEspan{F}; (2)z= 》 (x ,en)en; 


zz 二] 


(3) 上 zi:= 2》 1(zx,ew) 上 (巴塞 瓦 等 式 ). 
天 一 
大 
证 (1) 一 (2). 设 u,Espan{lF},u, 二 > aiei, uO—xz ->0 
i=1 


(~co)。 取 一 >, (zx,ei)e;; 则 由 (zx,ei) 二 《zx ;ei) 知 


i=1] 


e; | (〈Z 一 工 ) 9 1 一 1 ;2 ;Rn， 


从 而 > (ai 一 (Zei))ei| (zs 一 工 )， 
即 (z — Tan) | 《zu 一 工 )。 
故 zl? = wz 二 + 一” 
二 ww 一 zs? 十 上 x 一 +z 上? 宇 上 xz, 一 x 上 


因此 lim | zx,—zl =limlw—zl =0, 
于 是 r=limz,=lim > (x,ei)ei= > (Xen)en-. 
并 一 大 人 二 i 二 1 n 一 1 


(2) 一 > (3)， 由 (2) 知 


nn 


太一 jim > (zse)e 或 zx, 一 Xz | —0. 


oo ， 
nm ;一 | 


由 内 积 关 于 变 元 的 连续 性 苑 
上 zl: 一 (zyz) 一 im(Czoyzo) 一 lim 2 | (ze 


co ji 一 1 


一 >》, | (zx,e,) | 
天 二 】 
(3) 一 > (1). 车 令 zx, 二 >， (zx,e)eiy 则 由 (C3) 得 
i=1 


天 
zs—zl’ = zl 2 |r,e 
i=:] 
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-5 | (zx,e) ?0 (一 co)， 
所 以 x 二 limz,。 但 是 zespan (FP), 故 zpan({F). 
例 2 设 {e,} 是 内 积 空间 X 中 的 就 范 直 交 系 ,x,yEXX, 证 明 ， 
Srsed) Cyse) SNHzll lyl. 
证 利用 赫 尔 德 不 等 式 (无 限 情形 )、 柯 西 - 许 瓦 效 不 等 式 (有 
限 情 形 ) 


> HAE > EA 2 AM 
j=1 = A 二 3 


和 巴塞 瓦 不 等 式 , 即 有 
Dre yed) SE Dd] [D1]. 
"==] mI mm 
夺 上 zl y|. 


例 3 设 lei14E€ A} 是 希 尔 伯 特 空间 五 的 就 范 直 交 系 ,证 明 ， 
(ex|AE 4} 是 完备 就 范 直 交 系 的 充 要 条 件 是 ,Y zyE 和 ,有 
(z 力 一 >，(Cryet)(eayy). 


证 ”必要 性 设 {e114€ A}) 是 完备 直 交 系 , 则 VYV xX，,yE 六 ,有 
Iz?= Dr,ed F<, y= 2) |, bo. 
A 入 AE A 
由 忒 和 尔 德 不 等 式 知 , 所 证 等 式 右 端 收敛 ， 又 
7 一 》 (zyei)eii y= >， (yyei)ei， 
iEA 


AE A 


(X,Yy)= > (CCzyel)eliy (yer )ex) 一 > (x,e) (esy). 


A,XEA AAA 


充分 性 设 Y zy,yE 和 ,有 
[zl := > | (red) 1’ 
即 ,对 于 一 切 xE 玉 ,巴塞 瓦 等 式 成 立 , 从 而 {ex14€ A} 是 完备 直 交 系 . 
例 4 设 {e,(z)} 是 LI[a,5j 中 的 就 范 直 交 系 ,证 有明 . 


{ev (zje(y) 是 Za ,oj xfla;o) 中 的 就 范 直 交 系 , 且 和 蔡 {e,(z)) 
。 2020。 


”是 完备 就 范 直 交 系 时 ,{e.(z)e.(y) } 也 是 完备 就 范 直 交 系 . 
证 (en(T)en ly) ,er)erly)) 


= || ee)en Vat) atydzdy 
=|e nat dz|es yay dy = 6nd, 
即 {e,《x)em《y)}) 为 L:([a,65j]X[a,j) 的 就 范 直 交 系 . 
因为 Y fE€EL([a,6jX[La,65」), 有 
fH? = 上 1fz,y) lrdzdy (由 富 比 尼 定 理 ) 
-ye 5dzdy] (由 巴塞 瓦 等 式 ) 
-| 也 fer, wadr| jd (由 勒 维 定理 ) 
: -了 | |), wear| dy (由 巴塞 瓦 等 式 ) 
-5 0 f(z ,yatzdzdy| (由 富 比 尼 定理 ) 


i 2 
一 > | | er, wae) DJdzdy| 9 


从 而 {e,(Cz)e。(y)} 是 完备 的 就 范 直 交 系 . 

本 例 利用 了 大 量 的 实 变 函 数 的 概念 与 定理 才 得 出 证 明 , 因 此 ， 
要 求 读者 在 学 习 泛 函 分 析 时 ,不 忘 重 温 实 变 函 数 的 知识 . 

例 5 设 {e1,e，,…,e,，…} 是 希 尔 伯 特 空间 五 中 的 完备 就 范 直 
交 系 ,又 设 { 记 ,fi,…,f，…}) 是 五 中 的 一 个 就 范 直 交 系 ,满足 


2 | e:— fi | <1. 证 明 : (所 ; fz9 fa， 也 是 互 的 完备 就 范 直 
交 系 . 
证 ”用 反 证 法 证 . 设 { 户 , 户 ……, 广 ,…} 不 是 玖 的 完备 就 范 直 
交 系 , 则 必 存 在 非 零 向 量 广 , 使 得 六 二 廊 一 1,2，…. 
又 由 {e1,ez，…5es，"…} 是 五 的 完备 就 范 直 交 系 ,得 上 f*= 
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2 1Cfosei) 1 于 是 
| fo ll? = 1s) 1- Dare — ofOF 


-P10—f 1< | fo > | eo—fill ?sa | fol?, 


导出 矛盾 ， 故 { 户 , 户 ，。 六 必 为 五 中 的 完备 就范 直 交 系 . 

要 验证 就 范 直 交 系 的 完备 性 ,需要 对 直 交 系 的 元 验证 巴塞 瓦 
等 式 ， 但 这 不 是 容易 办 到 的 ,所 以 , 较 有 效 的 方法 是 找 出 一 稠密 子 
集 , 使 得 对 于 子 集 中 的 元 ,巴塞 瓦 等 式 成 立 . 

例 6 在 六 [0,2rj 中 ,有 

l/v 2, coszr, sinz, ‘**, COSnzx, sinnz, 
是 就 范 直 交 系 ,证 明 ;就 范 直 交 系 是 完备 的 . 
证 记 碧 为 [0,2xj 中 三 角 和 多项式 全 体 ,VY TEF ,有 


V2 
其 中 NEN. 由 定理 3 知 , 对 于 了 ,巴塞 瓦 等 式 成 立 . 又 由 三 角 多 项 
式 全 体 在 ZL0,2rj 上 的 稠密 性 知 , 所 给 就 范 直 交 系 是 完备 的 ， 

例 7 设 Ff={e14E€ A} 是 内 积 空 间 X 的 就 范 直 交 系 ,证 明 . 
VY TEX,XT 关于 FF 的 伍 里 叶 系 数 {(z,er) 14E A} 中 至 多 只 有 可 列 多 
个 不 为 零 . : 

证 依照 贝 塞 耳 不 等 式 ,VY zxzEX, 千 任 取 x 个 中 的 元 素 e; 排 
成 一 列 , 设 为 el,e:，,…,e,, 则 有 


2 | (x ,ei) | 二 | A | “ 
于 是 ,在 下 中 使 得 1Cz,e)j 关 外 zj 7/ va 的 ee 只 有 有 限 个 , 若 记 书 。 


一 (eilhMEA4), 且 |(Cze)| 之 外 zy Vn 及 F 一 UF,, 则 FF 显然 为 可 


列 集 , 且 当 eiE (FF 一 F,) 时 , (zx,ei) 二 0, 即 zz 的 所 有 健 里 叶 系 数 中 ， 
韭 零 项 至 多 为 可 列 个 . 
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例 8 ” 设 万 为 可 分 希 尔 伯 特 空间 ,证 明 : 厅 中 任何 就 范 直 交 系 
至 多 是 可 列 集 . 
证 由 题 设 知 豆 可 分 , 故 必 可 取 到 互 的 可 列子 集 {xz,}, {xs} 
在 石 中 稠密 . 
设 tex|AEA4} 是 五 中 的 一 个 就 范 直 交 系 ,要 证 4 至 多 是 可 列 
集 ， 考察 以 一 切 e 为 球 心 ,以 1/ V3 为 半径 的 球 族 , 则 若 4 不 是 可 
列 的 , 球 族 也 是 不 可 列 的 . 于 是 ,至 少 有 某 两 个 球 含 有 同一 个 zt，* 即 
有 zcE {zs},4,X EA， 使 得 
zie <1/vV2, lr—erl < 2 
于 是 上 ee 一 ex 声 emzil+ zer | <2x1/Y2= v2. 
又 由 勾 股 定理 知 
| eex | := | el 二 + De :=1+1=2. 


即 上 ei 一 ex = 二 Y 2 ,导出 矛盾 . 故 A 至 多 是 可 列 集 . 
l ein 一 0, 士 1, 士 2,… 上 ,证明 


例 9 设 F 一 |- 亏 
(1)F 是 [一 n,mj 中 的 完备 就 范 直 交 系 ; 


(VY zEL[ 一 zn] 有 zx 二 3》 Ce”*, 且 当 [a,6]C[E 一 x,*] 
时 ,可 逐 项 积分 , 即 有 


| za@d= y， C,| erd 
] im * 
V 2r 
" l int 。 1 imt 1 " Im 十 二 一 
| Fe oie di 去 | 。 di 一 0， 
所 以 下 为 就 范 直 交 系 ， 由 维尔 斯 特 拉 斯 三 角 函 数 有 逼近 和 定理 知 ， 
spanF 在 L[ 一 x,w] 中 稠密 , 故 F 是 完备 就 范 直 交 系 . 
(2) 由 FF 的 完备 性 , 故 YVYxELD[ 一 x,7*j, 记 C= 
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du 一 二 | di 一 1, 且 当 和 2 天 2 时 ,有 


证 〈1) 因 为 | 


全 int _ < int 2 
| ze dt, 有 z()= 2 Coe ,级 数 按 亏 [一 xx] 的 范 数 


意义 收 令 . 
因为 La ,b]C[ 一 x,"j],M,NEN, 有 


5 M 5 
| zu p32 Cj| eds| 
<| |zGD) 一 > Coe” 
a n=—N 
M 
<2x| | [Go 一 > Ce™ | dz 
—x n=—N 


d<| |zG) 一 5 Ce |dt 
一 n=—N 


1/2 


M 
一 2x | z 一 2 Cre” | _>0 (M,N~>0%), 


因此 | zWar= 2 C。 |e mdr. 

例 10 设 {elXE 4} 是 希 尔 伯 特 空间 X 中 的 就 范 直 交 系 , 若 
一 人 weEX,y= 六 BeEY, 证 明 : (zx, 了 a 到 , 且 Doh 
绝对 收 全 本 

证 ”由 题 设 知 

2 af=1zl<o， 2 1a = lyl’<o. 
车 记 二 ee y = DBe n=1,2," 
则 (e109) =( Docs DB) = Se 
由 内 积 的 连续 性 得 。。“ | 
(3) =lim (zy) = Da 
再 由 赫 尔 德 不 等 式 ,得 和 
> la Bl<| >) I > 2 


。L3U， 


= 1zl ly <eo， 
即 >) 及 绝对 收 伊 


例 11 设 矿 为 希 尔 伯 特 空间 ,证 明 下 列 命题 成 立 : 

(1) 厂 可 分 , 当 且 仪 当 右 有 可 数 直 交 基 ; 

(2) 震 五 的 直 交 系 有 可 数 无 穷 多 个 元 , 与 等 距 同 构 ; 

(3) 乔 五 的 耳 交 系 仅 有 有 限 多 个 元 , 太 与 9 等 距 同 构 . 

证 〈1) 和 看 五 可 分 , 取 zi,zz，… 为 五 中 的 可 数 稠密 集 ,从 zi 开 
始 , 删 去 与 前 面 线性 相关 的 元 素 , 则 余下 元 素 构成 线性 无 关 集 ， 显 
然 其 线性 组 合 全 体 在 互 中 稠密 ,利用 格 兰 姆 - 许 密 特 方 法 将 它 正 
交 化 ,得 到 就 范 直 交 系 Ff， 容易 验证 span{F}) 二 span {xz} 二 右 , 所 以 
下 是 人 旷 的 直 交 系 ,F 中 有 可 数 多 个 元 . 

反之 , 若 妃 的 直 交 系 有 可 数 多 个 元 , 则 其 中 任意 有 限 多 个 有 
理 ( 或 实 部 与 虚 部 均 为 有 理 数 的 复数 ) 系 数 线性 组 合 在 互 中 和 料 密 ， 
这 些 元 素 的 全 体 至 多 为 可 数 集 , 故 互 可 分 . 

(2) 行 下 为 可 数 的 无 穷 集 ,定义 

1 : 万 一 六 ， BCZ) 一 (CCzyel)y zyez)， mh) 

由 黎 斯 - 费 舍 尔 定理 ,p 是 互 上 的 线性 映射 ,所 以 V xz，,yEJ 寺 ,有 


(PT) ,PCy)) 一 >， (zye)(yy2) 一 lim > (re) ye) 
n=] ?一 
==lim | > (XT ,ei)ei, >》， (ysei)e | 
"i=l i=1 


=| > (Zei)ei， >》 (y,ei)ei | 一 (zy). 
i=1 二] 


特别 地 ,车 z=y, 则 上 pkz) 上 == 上 上 z 中 ,pp 是 等 距 的 一 一 映射 ,五 与 
Z2: 同 构 . | 
(3) 可 以 看 做 (2) 的 一 个 特例 . 
例 12 证 明 ; 车 希 尔 伯 特 空间 五 的 直 交 维 数 为 有 限 , 则 它 等 于 
刀 作为 一 向 量 空间 的 维 数 . 反之 ,车 后 者 有 限 , 其 维 数 亦 为 前 者 . 
: 。231 。 


证 ”由 完全 性 定理 知 ,一 个 有 限 完 全 直 交 系 下 一 (elyez，…，ev) 
CH 是 互 作为 向 量 空间 的 一 个 基 . 反之 ,看 向 量 空 间 是 ” 维 的 , 且 
器 是 含 ” 个 元 素 的 基 , 则 对 B 进行 格 兰 姆 - 许 密 特 过 程 , 必 可 得 到 > 
个 元 素 的 完全 就 范 直 交 系 . 


例 13 设 / 是 单位 贺 |z|<<1 中 的 解析 函数 ,f(z) 一 > as ， 


> 11a, |: 之 co, 将 这 种 解析 函数 全 体 记 为 Ho. 证 明 :五 。 按 普通 的 线 


上 弄 二 必 


性 运算 和 内 积 (f,g) 二 lim 去 | f(re*)gtre™5q9 成 为 复 希 尔 伯 特 


空间 . 设 {e,(z)} 是 仇 , 中 的 一 个 完备 就 范 直 交 系 ,证 明 ; 当 |z|<=1， 
1 <1 时 ,有 
> eu(z)euCi 一 ! -. 


一 ] 一 之 
证 ”由 定义 ,VY f,gEH,, 有 


(f ,2)= lim | f (re) g(re®)do 
rl 


一 lim Sabr”— Sa, 
因为 ya.|:<co,， > 1b|2<co, 所 以 运算 中 求 积 与 求 极限 交换 
次 序 是 合理 的 ， 作 映射 p : 五 一 全， 
f(z)= Yjarz" > (aosa1,*"*) ” 


则 是 双 射 ,保持 线性 运算 , 且 (F,g) 一 (PCP,p(g))， 所 以 ?是 等 
距 同 构 . 由 于 ZL 是 完备 的 ,所 以 如 ,是 希 尔 伯 特 空间 ， 
又 由 计算 可 知 ,{1,z,z:,…} 是 已 。 中 的 就 范 直 交 系 ,而 它们 的 
线性 组 合 全 体 在 五 , 中 稠密 ,所 以 是 完备 就 范 直 交 系 ,从 而 
en( 之 ) 二 3 (ensz’)z*, 2 一 > (2" ,ei) Ci. 
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于 是 , 当 |z| 过 1,|| 过 1 时 ,有 
DoT DD es) J][> (evzDP | 


> 2 C2 En) (24 ,en) En)2t 3 (2 2) 人 s/ 


k=0n=] 天 一 站 


例 14 设 互 ,() 是 埃 尔 米 特 多 项 式 ( 一 1)"e er, 又 
几 (1 二 (21W mt) Ve /HH,(t), 
证 明 :( 几 ) ,2 一 0,1,2,… 组 成 大 (一 ceoyco) 中 的 就 范 直 交 系 . 
证 ”利用 数学 归纳 法 可 得 HG)==2nH,_1(), 且 Hs=1,H,， 
一 21,…,H, 为 n 次 多 项 式 ， 当 n>>m 时 ,有 
(gusgn) =| Cn VF) erm1 VR) 
e204)H, (td 
= (2"tmn! mm DO e-*H, CH, (dt, 


:2 


而 | HH eg 1 Hn) dt 


四 “一 Le 


i 
一 (一 D2m| HG edt 


:2 


= Dm | Hd 


0， n>m,， 
-| | edt=2n!V Xn， n= ， 
所 以 , {yy} 为 就 范 直 交 系 . 
例 15 设 工 (1) 是 勒 让 德 多 项 式 。 全 (1e-'), 证 明 ; 
(让 e-12L, (0) | ,n=1 ,2,.… 组 成 L2(0,co) 中 的 就 范 直 交 系 . 
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证 L 是 nn 次 多 项 式 . 当 n>& 时 ,有 
| et L(t)dr =| © (re) 
=—k| A "et)dt=…: 
一 Ti (te t= 


天 一 天 ' 


te )dt 一 0， 


-dd 
TAN 


因此 , 当 z 盖 ze 时 ,有 
| eT WL d=0, 
当 n 二 m 时 ,有 
[ema = Dr edd 
~—n! | eed (n1)’, 


从 而 知 | xie -Ze(t) 是 就 范 直 交 系 . 

例 16 一 个 给 定 的 希 尔 伯 特 空间 石 ( 恕 取 {9)) 中 ,所 有 完全 就 
范 直 交 系 均 有 相同 的 势 , 称 为 希 尔 但 特 维 数 ( 或 互 的 直 交 维 数 ). 
设 昌 和 玉 是 同一 数 域 K 上 的 两 个 希 尔 伯 特 空间 ,证 明 : 其 为 同 构 
的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 希 尔 伯 特 维 数 . 

证 必要 性 车 右 与 太 同 构 , 则 存在 双 射 线性 映射 
T: 万 一 刀 , 且 满足 (Tx,Ty) 二 (x,y)，, 即 保持 内 积 不 变 . 于 是 ,了 
将 五 中 每 一 完全 就 范 直 交 系 映射 到 互 中 的 一 完全 就 范 直 交 系 , 故 
H 与 如 有 相同 的 希 尔 伯 特 维 数 . 

充分 性 ” 设 瑟 与 琅 有 相同 的 希 尔 伯 特 维 数 , 当 玉 = {9}) 与 五 
一 {0} 时 ,五 与 菇 同 构 是 显然 的 . 设 且 天 {9}) , 则 琅 到 {0} ,对 下 中 任 
一 完全 就 范 直 交 系 M 与 五 中 任 一 完全 就 范 直 交 系 好 有 相同 的 基 
数 , 故 可 用 相同 的 指标 集 {&} 进 行 标号 ,可 记 M= {es},M= {ei}. 

构造 一 个 从 五 到 五 的 映射 了 ,V zE 石 ,由 于 M 是 完全 就 范 直 
交 系 ,由 完全 性 定理 知 ,x= 2 (zye1)er. 又 由 贝 塞 耳 不 等 式 , 有 
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> ,| (zyeb)|12<co. 定义 
是 


元 一 了 7 一 > (xe)e, OD 
是 


此 级 数 是 收 和 敛 的 , 故 zE 瑟 . 由 内 积 对 第 一 变 元 的 线性 性 , 易 证 了 T 为 
线性 算 子 . 故 由 式 @ 与 x 二 >》) (zyet)ek 可 得 


| zl:= Tz := 2 |r,e) l= | zr’, 
是 


从 而 知 了 是 等 距 的 . 
由 内 积 空 间 的 极 化 恒等式 可 证 得 , 若 Tx 二 Ty, 则 
zy|= | T(z—»y) = | Tz—Ty| =0, 
即 z==y, 内 积 保持 不 变 ,T 是 单 射 . 
又 ,对 于 玉 中 任意 给 定 的 二 = 2 (zyet)et, 由 贝 塞 耳 不 等 式 


Zz, 且 (zyei) 一 (zyei), 则 由 式 四 得 z=Tz, 即 了 为 满 射 . 

综 上 即 知 , 刀 与 妃 同 构 . 

例 17 在 LL: 一 1,1 jj 中 ， 将 z= 二 1 二 fy x0) = 用 格 
兰 姆 - 许 密 特 方法 化 为 就 范 直 交 系 . 

解 显然 ,royzlyzz 是 线性 无 关 的 . 


取 eo 二 zof zo = 二 1/vV 2 , 且 知 上 eo 上 二 1. 因为 


1 
(Xi 0) = 二 | ,id=0， 
1 
所 以 | Zi 一 (1 yeEo)eEo | “一 | Xl | :一 | zdr= 字 ， 
改 可 取 a=t| /2 一 y 六 4， 则 | el | 一 1 , (elyeo) 一 0. 
1 Y2 
又 因 co=- 方 | 1 下 一 一 ， 


3 
(I> ,21 ) 一 >| f*dt 二 0， 
2J-i 
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| Xs— (Xx? yeo)eo 一 (zs ,El1 ) el | :一 | [一 二 | 二 坊 ， 
故 可 取 


es=A| 全 [za 一 (za en0 )e0 一 (Ts ,ee 3 —1) 
从 而 ,得 到 (1,t,) 正 交 化 后 的 就 范 直 交 系 为 


| 已 2 ， 6 1， Yl (3p— | 
例 18 在 [0,2xj 中 , 记 
F=| 一 /EY sint… ,com l sinnt | ， 
、 nt ,sinnit 
又 志 人 -站 ed 
则 foEIL0,2xj. 令 


H ,= {aofot > (a,cosvt B,sinvt) |n>0,00,0,,B,EY) ， 


按 L:[0,2«] 的 运算 与 内 积 , 玉 ,是 内 积 空间 ,F 是 开 ,。 中 的 就 范 直 交 
系 ,证 明 , 严 在 万 , 中 是 不 完备 的 . 
证 ” 即 要 证 /, 关于 F 的 巴塞 瓦 等 式 不 成 立 . 


若 AEHo,f1LF, 设 
f(t)=aofolt) 十 5 (a,cosvt Bsinvt), 
v= 1 
则 对 于 汪 n, 有 
-|/ CcOskt a 
0 一 ? /x — za 0; 
对 于 kn, 有 
COSARE sinki 
0= [7.3 — Qs 和 人 一 及 . 
同时 ,又 可 由 计算 得 
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2 


2 
| fo 外 一 2 十 之 ， 也 2， 
oo 2 

Re 
也 一 】 


所 以 fo 关于 F 的 巴塞 瓦 等 式 不 成 立 ; 即 F 在 五。 中 不 是 完备 就 范 直 
交 系 . 

在 希 尔 伯 特 空间 时 ,就 范 直 交 系 FF 是 完备 的 充 要 条 件 是 F+ = 
{0}), 但 玉 是 一 般 内 积 空间 时 ,f= {0) 是 必要 的 ,但 不 是 充分 的 . 
例 18 说 明了 这 一 点 . 

例 19 ” 设 互 为 希 尔 伯 特 空间 ,下 = {e,}>1 是 玉 中 就 范 直 交 系 ， 
EE 一 spanF ,证明 下 列 命题 等 价 : 

(1)F 为 就 范 直 交 基 ; (2)E 二 H 


(3)Y TEH, 有 x= >) (x,en)er 
二 1 
证 (1)=>(2)， 若 下 为 就 范 直 交 基 , 则 VY zx€ 五 ,有 
Xz 二 Si (zx,e)e—lim > (Zet)ei， 


天 一 ] 


而 3 (zyer)esEE, 故 TEE=E, 从 而 EE 二 H 
t=1 


(2) 二 > (3)， 由 题 设 态 二 EE 二 spanF, 即 spanF 在 瑟 上 秽 密 ,所 
以 站 ZE 万 ,存在 


人 
= >) = 
一 有 人 
也 


v=l 


z= YarerE spanF, 

使 得 zz Orzoo) 即 
LS 
自 内 积 的 连续 性 与 (6) 写 1 的 就 范 直 交 性 ,得 


其 
《 工 2) 一 lim| > (人 CC ,C4 | 一 (CakeEi Ck) = Qs 
入 一 三品 中 | 


故 忆 是 完备 就 范 直 交 系 . 
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(3) 一 (1). 若 眉 为 完备 就 范 直 交 系 , 则 Y ze 媚 , 有 zx 一 


> sen )e, ,; 且 奇 zxLF， 上 必 有 (zye) 一 OY EN, 从 而 并 一 0， 了 以 


为 就 范 直 交 基 . 

例 20 设 F={ei|4€ A} 是 希 尔 伯 特 空间 态 的 就 范 直 交 系 ， 证 
明 :F 完备 的 充 要 条 件 是 Ft+=={0)}. 

证 ”必要 性 ” 若 下 是 完备 的 , 则 VY TEH, 有 z= 2 (xe)en 


因此 ,如 果 zxzEFi, 必 有 (zr,ex)= 二 0,AE A， 从 而 z==0, 即 Fi=40}). 

充分 性 ”车 f+ 二 {0) ,并 记 F 张 成 的 闭 子 空间 为 M, 则 由 态 的 
完备 性 知 ,MM 也 是 完备 的 , 若 M 尖 五 , 则 由 本 章 第 二 节 投 影 定理 的 
推论 1 知 , 必 有 非 零 元 z M,zr_LF-, 导 出 与 题 设 蔬 盾 , 所 以 M= 
态 , 即 F 完备 . 

条 件 F+= 二 {0} 表 示 五 中 不 存在 与 直 交 的 非 零 回 量 ,可 以 解 
释 为 直 交 系 已 是 妨 中 的 极 大 就 范 直 交 系 了 , 即 下 不 能 再 扩大 了 . 

例 21 设 M= (ei} 为 内 积 空间 的 就 范 直 交 系 ,证 明 : 

(1) 若 M 在 X 中 是 完全 的 , 则 不 存在 非 零 的 zE 和 与 M 的 每 个 
元 索 直 交 ， 即 

Z | M=—>r=0; © 

(2) 若 六 为 希 尔 伯 特 空间 , 则 式 @@ 是 M 为 完全 的 充分 条 件 . 

证 (1) 设 五 是 X 的 完备 内 积 空 间 , 则 X 为 太 的 稠密 子 空间 . 
因为 M 在 X 中 是 完全 的 ,所 以 由 定义 ,spanMM 在 X 中 稠密 , 即 在 二 
中 稠密 ,再 由 投影 定理 推论 2, 有 M+ 二 {40}, 即 式 名 成 立 . 

(2) 若 和 是 希 尔 伯 特 空间 , 即 义 == 于. 若 M 为 X 中 一 就 范 直 交 
系 且 满足 式 @@, 则 由 投影 定理 推论 可 知 span&Mf 一 和 ,所 以 M 是 完全 
的 . 

例 22 设 玉 和 妇 是 同一 数 域 K 上 的 两 个 希 尔 伯 特 空间 ,证 
明 :五 与 及 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 希 尔 伯 特 维 数 ， 

证 ”车 如 天 {0} 是 希 尔 伯 特 空间 , 则 其 所 有 完全 就 范 直 交 系 有 
相同 的 势 , 称 为 希 尔 伯 特 维 数 或 直 交 维 数 ( 若 互 一 {9} , 维 数 定义 为 

.238 。 


零 ). 

必要 性 ”车 五 与 瑟 同 构 , 则 必 存 在 双 射 线性 算 子 T : 五 一 瑟 ， 
且 满 足 (Tzx,Ty)==(z,y), 于 是 本 将 人 矿 中 每 一 完全 就 范 直 交 系 映 
为 丘 中 一 完全 就 范 直 交 系 , 从 而 五 与 应 有 相 同 的 希 尔 伯 特 维 数 . 

充分 性 ” 设 癸 与 入 有 相同 的 希 尔 伯 特 维 数 ,车 仿 = (0} 或 五 
二 {0) ,全 与 太 显 然 同 构 ; 若 态 关 {90} , 则 入 关 {0}. 由 于 五 中 任 一 完 
全 就 范 直 交 系 MM 与 鼎 中 任 一 完全 就 范 直 交 系 好 有 相同 的 基数 , 故 
可 以 用 相同 的 指标 集 {&} 进行 标号 , 记 M= {ei}),M= {ei}. 

构造 一 个 从 态 到 并 的 映射 , 则 V zE 互 ,因为 M 是 完全 就 范 直 
交 系 , 故 必 是 完备 的 , 则 有 


二 一 >》， (zh Ck) CR. 
十 
由 贝 塞 耳 不 等 式 , 有 
之， (Xs Er) | <co, 
定义 Z 一 Tz 一 2 (x ,er)er, 


则 级 数 一 定 收 往 ,所 以 zE 五 . 由 于 内 积 对 第 一 变 元 是 线性 的 ， 故 易 
证 人 为 线性 算 子 . 由 上 面 结果 可 得 

Lz:= | Tz| = = | Crser) | := zx 7， 
从 而 知人 是 等 距 的 ， 由 内 积 空 间 的 极 化 恒等式 可 知 T 保持 内 积 不 
变 . 车 Tz 二 Ty, 则 

Izy| = iTCz—y) =1e7Tzr—Ty| =0, 
从 而 zx 一 y 由 算 子 的 性 质 知 ,T 为 单 射 ， 

最 后 证 明了 是 满 射 . Y XE 王 , 有 


T= >》，( 工 ;Et)Et 
大 
由 贝 塞 耳 不 等 式 》 1(,a)1:<oo 知 ,级 数 >1 (zebe 在 互 中 收 
化. 不 妨 设 收 敏 于 z, 且 (zet) 一 (TXT ,61). 故 由 并 一 7Tz 一 > (xX ,er)er 
十 
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得 到 2 一 Tz, 即 了 为 满 射 ,从 而 刀 与 入 同 构 
第 四 方 ” 共 轿 空 间 与 共 亏 算 子 


主要 内 容 


1. 定理 1( 歼 斯 定理 ) 设 厅 是 希 尔 但 特 空间 ,F 是 吾 上 的 连 

续 线 性 泛 函 , 则 必 有 回 量 yE 五 ,使 得 Y x€E 玉 ,都 有 
F(Tr)= (rx,y), LEN, / 由 
使 式 也 成 立 的 y 由 下 惟一 确定 , 且 | 下 三 下、 

2. 作 希 尔 伯 特 空间 五 到 其 共 斩 空 间 互 "的 映射 了 : HH>H*， 
yF>F,,yE€E 互 ,其 中 Ff, 是 由 y 导出 的 泛 晴 . 由 黎 斯 定理 ,7 了 是 双 射 ， 
且 保 持 范 数 不 变 . 

对 于 实 空间 ,TT 是 五 到 万 "的 保 范 线性 同 构 . 

对 于 复 空 间 , 研 是 互 到 玖 "的 保 范 共 斩 线 性 间 构 . 

3. 定理 2 设 囊 是 希 尔 伯 特 空 间 ,C 是 内 积 空间 ,4 是 H>G 
的 有 界线 性 算 子 , 则 必 有 G-> 互 的 有 界线 性 算 子 B, 使 得 VY xEH， 
yEC, 有 

(Azr,y)= (zx, By). © 
式 @ 左 端 表 示 G 中 的 内 积 , 右 端 表示 五 中 的 内 积 . 

定义 1 设 怠 和 G 是 两 个 内 积 空 间 ,4 是 H 一 G 的 有 界线 性 算 

子 , 又 设 4 "是 CG~ 的 有 界线 性 算 子 ,满足 
(Azr,y)=(zx,Ay), XEH,yEG, 
则 称 4" 是 4 的 共 辆 算 子 (或 伴随 算 子 ). 

4. 定理 3 设 互 和 天 是 希 尔 伯 特 空间 ,G 是 内 积 空 间 , 夺 A4,B 
EBCOH—G),CE B(K—>HH),a,B 是 复数 , 则 : 

(1)(A")’=A; (2) 4:= 中 44:=A*41e; 

(3)(aA+BB)*=aA*+pBB’; (4)(AC)"=C0C"A'; 

(5)4 为 正则 算 子 的 充 要 条 件 是 4 "为 正则 算 子 , 当 4 正则 时 ， 
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有 (4 )-: 一 (47-1)”. 

在 4EB( 瑟 一 瑟 ), 则 又 有 以 下 两 点 : 

(6)0(4  ) 一 (人 AIAAGPC4)) ，ca(4 7 ) 一 (AAAEcaC4) 

(7) 设 人 是 4 的 特征 值 ,z 是 相应 的 特征 向 量 , 又 设 w 是 4 ”的 
特征 值 ,y 是 相应 的 特征 向 量 , 则 当 4 关 pz 时 ,xz| vy. 

定理 4 设 互 ,G 为 希 尔 伯 特 空间 ,4 是 人 ~>G 的 有 界线 性 算 
子 . N(A) 和 NCA' ) 分 别 表 示 A 和 A' 的 零 空间 ,R(A) 与 RCA' ) 分 
别 表 示 4 和 4 ”的 值 域 , 则 

N(A)=R(A*)t, N(A)=R(A)+t, 3 
RCA)=N(A')+:, RC(A')=N(A)+. @ 

S$， 定义 2 设 A4A 是 希 尔 伯 特 空间 矿 一 H 的 有 界线 性 算 子 , 知 
4 "一 4, 则 称 4 是 自 共 斩 算 子 (或 自 伴 算 子 ). 

定理 $ 设 4 是 复 希 尔 伯 特 空 间 囊 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 4 
是 自 共 罗 算 子 的 充 要 条 件 是 Y xE 日 ,(Ax,xz) 是 实数 . 

6. 定义 3 设 X 与 Y 是 同一 数 域 K 上 的 向 量 空间 , 若 映 射 
hh :XY 一 KK 满足 下 列 性 质 :VY zizrzEX 及 V yi,y: EY,YV apE 
及, 有 : 

(1)RCT+ rs y=h(r yh (rs yy), 

(2)h ry yy ) =h(r, y1) 二 hr, y2)， 

(3)h(ar,y)=ah(zr,y), 

(4)hCz,By)=Bh(zr,y), 

则 称 h 是 XY 上 的 复 双 线性 泛 函 . 若 天 一 R, 则 A 称 为 双 线 性 沁 
本 . 

定理 6 设 于 i, 态 ; 为 希 尔 伯 特 空间 , 且 h : 右 XH>K 为 有 舅 

复 双 线性 泛 函 , 则 有 表示 式 


h(r,y)= (Sz,y), S) 
其 中 S : 太一 Hs 是 一 有 界线 性 算 子 ,上 且 由 h 惟一 确定 ,并 有 范 数 
IS= D&D. 


有 界 双 线性 泛 孙 满足 
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Jaz 1a zj yb. 四 
疑难 解析 


1. 希 尔 伯 特 空间 的 共 轿 空间 有 什么 特殊 和 性? 

答 ” 赋 范 线性 空间 有 共 罗 空 间 与 共 轿 算 子 的 概念 ,作为 特殊 
的 赋 范 线性 空间 ,当然 也 有 共 罗 空间 与 共 轿 算 子 的 概念 . 但 是 希 泵 
伯 特 空间 五 的 共 辑 空间 有 其 独特 之 处 , 即 希 尔 但 特 空间 互 与 它 的 
共 罗 空间 五 * 可 以 视 为 一 致 ,从 而 将 共 轿 空间 上 的 共 轿 算 子 概念 
引进 到 希 尔 伯 特 空间 本 身上 去 . 

在 希 尔 伯 特 空间 矿 与 其 共 轿 空间 石 * 之 间 建 立 的 双 射 工 : 
H>H* ,yH 上 FF,,y€ 昌 ,还 保持 范 数 不 变 . 易 证 : 当 厂 是 实 空间 时 ， 
T 是 五 到 矿 " 的 保 范 线性 同 构 ; 当 五 是 复 空间 时 ,了 T 是 HH 到 玉 " 的 
保 范 共 斩 线性 同 构 . 在 同 构 了 的 作用 下 ,可 以 将 向 量 y 看 做 这 却 
F,, 把 泛 函 Ff, 看 做 向 量 y, 从 而 使 妃 与 妃 " 一 致 化 .这 称 为 希 尔 但 
特 空间 的 自 共 轿 性 ,或 称 希 尔 伯 特 空间 是 自 共 轿 的 空间 . 

2. 希 尔 伯 特 空间 的 共 罗 算 子 与 赋 范 线性 空间 的 共 范 算 子 概 
念 是 否 相同 ? 

答 ” 希 尔 伯 特 空间 是 一 种 特殊 的 赋 范 线性 空间 , 它 的 共 罗 算 
子 概念 是 用 内 积 直接 定义 的 ,这 个 定义 不 包含 在 赋 范 线性 空间 的 
共 辆 算 子 的 概念 之 中 . 

对 于 两 个 有 界线 性 算 子 4,B 及 两 个 复数 a,B, 按 里 范 线性 空 
间 共 示 算 子 的 概念 ,有 

(a4 十 8B) y(r)=y((aAi+pB)r)=ay(Azr)i+ hy(Bzr) 

一 a4 yz) 十 PEB y(r), 
因而 (aAiBB)’=ad’+pBB'. 
在 希 尔 伯 特 空间 中 ,因为 
yArT)=Ay(zr), (4zryy) 一 (Z 4 y)， Zz,yEH 
是 一 致 的 ,所 以 按 内 积 空间 共 斩 算 子 的 概念 ,有 
(zy(a4 十 BB)y) 一 ((a4 十 8B)zry) 一 (za4 十 6B )y)， 
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所 以 (a4 十 8B) 一 a4 +BB*. 
可 以 看 到 ,对 于 复 空间 ,两 个 共 元 算 子 概念 有 所 不 同 ;对 于 实 
空间 ,两 个 共 轿 算 子 概念 是 完全 一 致 的 . 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 理解 希 尔 伯 特 空间 上 连续 线性 泛 函 的 表示 ,熟悉 黎 斯 定 
理 并 会 应 用 它 证 明 命题 ，、 要 求 熟知 共 轿 空间 与 共 轿 算 子 的 概念 与 
性 质 , 能 较 熟 练 地 运用 它们 讨论 问题 . 

例 1 证 明 :R; 上 任 一 线性 泛 孙 可 由 点 积 表 示 :f (rx) 二 z+，。z 一 
E161 + eds bs- 

证 ”由 于 Ri 是 希 尔 伯 特 空间 ,出 黎 斯 定理 ,可 得 f(x) 二 
(zz), 故 当 

并 一 (6 6 163) ， z= (61,6263) 

时 ,有 F(z) 一 (zz) 一 名 5 十 5 十 5s53， 
故 R: 上 任 一 线性 泛 函 是 有 界 的 ,其 内 积 即 点 积 . 

例 2 证明: 上任 一 有 界线 性 泛 函 了 可 表示 为 下 列 形 式 : 


Hz 一 zi (a= (0) EL’, V rEL). 
证 设 工 二 Cp “) ， t= (Qi 02," "…)， 


则 f(z)= 2 eri 


且 ASE |) 


例 3 设 -= 为 内 积 空 间 六 中 任 一 固定 元 素 , 证 明 :f(x) 二 (x,z) 
是 定义 在 X 上 一 有 界线 性 泛 函 ,其 范 数 为 ‖z | 
证 ”因为 
(fC)|=|Cr,z) (lz zl, 
所 以 |f| 志 上 zz| 是 有 界线 性 泛 孙 . 
当 z 二 9 时 ,有 fl 上 == 上 丰 zj; 当 z 关 9 时 ,有 上 fi 中 zi 
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f(z)|==(z,z) 二 Lz?, fl 之 上 z. 综合 两 式 得 上 | f= 上 z 中 . 

例 4 对 例 3, 知 映射 和 一 X" 由 zh>j 给 定 , 且 为 满 射 ,证 明 :XX 
必 为 希 尔 但 特 空间 . 

证 记 z 上 Pf,, 令 {z.)} 是 蔗 中 的 柯 西 序列 , 则 |] fz, = 
上 = 站 .可 证 明 {(. 产 ,是 和 中 的 柯 西 序列 且 收 敛 , 即 . 产 ,一 广 又 由 满 
射 知 ,存在 z, 使 得 z|->f, 且 z 

| ,一 = 站 三 首 产 ,一 太一 0，zs 一 z， 

所 以 ,X 是 完备 的 , 故 X 是 希 尔 伯 特 空间 . 

例 5 证 明 : 黎 斯 定理 定义 了 一 个 等 距 双 射 工 : H 一 H'*， 
z>f. 二 (x* ,z), 它 不 是 线性 的 但 为 共 罗 线性 的 . 

证 ”由 黎 斯 定理 知 , 上 f= 二 zj, 所 以 


Ef£.—£, =| fl = |z—vll,， 
月 oz) 一 (zaz 十 Bp) 一 a(CTryz) 十 BCzymp) 
一 a 六 (z) 十 BJCz)， 
故 它 不 是 线性 的 但 为 共 固 线性 . 


例 6 设 厂 为 希 尔 伯 特 空间 ,着 VY AE 五 ,数列 {(f,g,)} 均 为 
基本 序列 , 则 称 点 列 {g 为 已 中 的 弱 基 本 点 列 . 大 鼠 中 任 一 路 基 
本 点 列 都 有 属于 五 的 弱 收 令 的 极限 ,就 称 空间 是 序列 虹 完 备 的 . 
证 明 :每 一 个 希 尔 伯 特 空间 均 为 序列 弱 完 备 的 . 

证 设 (sg} 是 互 中 任 一 畔 基本 点 列 , 则 VY fE€E 昌 ,4(f gs) 也 
是 基本 点 列 , 因 而 是 有 界 的 . Y nEN,(f,g,) 是 HH 上 的 连续 线性 泛 
函 , 其 范 数 为 eg, e. 由 有 界 性 , 则 依 共 鸣 定 理 知 , {g,} 是 有 界 点 
列 , 上 g; 和 才 M 过 wo ,n= 二 1,2,… 成 立 . 

Y fE 昌 , 记 G() 一 lim(f,g,) ,其 极限 存在 , 且 是 H 上 的 线性 
泛 卫 ,有 

(GD I=lim| ,gi) I< fl Mm. 
所 以 ,G( 有 又 是 瑟 上 的 有 界线 性 泛 函 .于 是 , 依 歼 斯 定理 ,存在 
gH, 使 得 
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G(f)=(f ,9), 三 GE 万， 
上 式 说 明 ,(g.} 存 在 弱 收 敛 的 极限 g, 故 已 是 序列 弱 完 备 的 . 
例 7 设 了 是 一 请 的 有 界线 性 算 子 ,对 于 {z)EA, 有 Tzx 一 
(yj) ,TT' z 一 (其 中 光一 2oz Tiyy) = 一 5a; zs, 证明， 
Qi 一 Ci 1 ,7 一 ] 2 
证 任 取 z= (zi,zs,…)EZR, 则 
(2,T7) = D2iy,- Ds dar 2 Da 让 去、 
等 式 中 可 以 交换 求 和 次 序 是 因为 了 是 A? 到 / 的 有 界 算 子 ， 因而 式 


中 的 级 数 均 是 绝对 收敛 的 . 

义 (zy 7Z) 一 (7 “zz 工 )， 
故 人 
于 是 有 ai 一 aij，1j 一 1，2，… 


例 8 设 矿 为 希 尔 伯 特 空间 ,了 HH 上 的 有 界线 性 算 子 ， 
1 区 雪 1, 证 明 : 
{|Tx=x}= {x|T’zx=zx}. 
证 ” 当 Tz 一 工时 ,有 
(T’*zx,7)=(zrz,T"7z)= | zx |’, 
故 上 TT*z 一 ze := 上 7T*z| :十 上 zr 一 (TT'z,7z) 一 (rz,T'* x) 


=T*zl etzl el7T* zl 一 zr): 
一 站 全 村 二 有 一 下 zs<o0， 
只 了 “并 一 工 . 
因此 
{xz|Tx=zxz}C{r|IT*7rz=r}C{rIT z=—=7r}= {rxITr=7r}, 
从 而 {(z|Tz=7x}= {rz|T’*zr=7r}. 


例 9 证 明 : 希 尔 伯 特 空间 妃 上 每 一 个 有 界 序列 有 弱 收 敏 的 
子 序列 ， 
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证 当 甩 = (0) 时 ,结论 显然 成 立 . 设 互 和 10) ,并 设 {tes 是 有 
界 序 列 , 即 | zz, | 委 M. 

(1) 设 互 是 可 分 的 ,{(u) 是 豆 的 可 数 稠 子 集 . 因为 

上 Gaso) wl vl CV n€EN), 
且 {us} 是 有 界 的 , 故 (u,,v1) 是 C 中 的 有 界 数 列 , 必 有 有 界 子 列 
{wun} ;使 得 (ww v1) 一 a (n 一 oo0); 进 而 存在 {wi} 的 子 列 {uz.) ,使 
得 (wz4,v2) 一 a (2 一 coco) 反复 继续 下 去 ……: , 即 有 
(W901) (zi 一 003， 


(zi 902) 9 (Uz2 9 U2) »*"* Aa, 


取 对 角 线 序列 {ow,) 二 (um) , 则 {w,} 有 人 性质 
(ws Tt) 一 Qt， n>00, k=1,2,".. 

VY vE 瑟 ,因为 {v,} 在 五 中 稠密 , 故 存 在 vi,, 使 得 

/ ls 一 mw | <e/ (4M). 
而 | (ovw )| 关 于 * 是 收敛 序列 , 则 存在 NE N ,使 得 当 nm 之 N 时 ， 
有 

(WwW, 一 COm > UL ) | <e/2,， 

使 得 (ww, — wn) »U) | 私 | Cr Um | | 已 一 了 | 十 (Wh, — Wm 9 UL ) 


EE :© 
2M 1M E。 


从 而 ,{(owo)} 是 柯 西 序列 ,是 收敛 的 . 

因此 ,Y vE 五 ,存在 数 a(v) ,使 得 

(ww 7) 一 ao)， n—>o0,YV vEH. (DD 
由 式 人 引得 映射 za) 是 线性 的 , 且 有 
Ja) | vfsuplol, YveH, 
则 a(v) 为 有 界线 性 泛 函 , 依 黎 斯 定理 ,存在 w€E 矿 ,使 得 
a(v)=(w,v), YY v€EH. 
由 式 岂 知 (wa Uw,v) no0,Y vEH). 
从 而 ,w, 弱 收 仿 于 w(z 一 ce) 
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(2) 设 五 是 不 可 分 的 ,车 令 Y 了 =span{wuw,u，"…), 则 了 Y 是 可 分 
的 ,因为 所 有 下 列 形式 的 有 限 线性 组 合 
(8 十 力 ix 十 … 十 (B 十 ui)z BisYEC,I=1,2,,n 
是 一 个 可 数 集 , 且 在 Y 中 笛 密 . 
由 题 (1) ,在 子 空间 7 中 ,存在 {z,} 的 子 列 {w,} 及 固定 的 wE€EY， 
使 得 / 
(wv wv), n>o0,Y vEY. 从 
设 zE 万 , 则 由 投影 定理 
z=v+v*,， vEY, v' EY-. 
因为 (y,v* ) 一 0CVY yEY), 则 
(oz) 一 (wz) (一 oo) yy zEH, 
从 而 w 弱 收 伍 于 ww 《zco). 
例 10 设 X,7 是 赋 范 线性 空间 ,证明 :XXXY 上 的 有 界 复 双 线 
性 泛 孙 hh 是 二 元 连续 的 . 
证 因为 
IhCzrAr, yt+Ay)—h(r,y)| 
=|hCr,y) th Cr Ay)+hAT,y) ThAr, Ay) —h(r,y)| 
hr Ay | 二 |ihCAz, y) | 二 |h(Axr ,Ay)| 
志 上 a 中 |z| 上 Ay 十 上 A 有 Az yy 
+ A Azi | Ay 一 0 (Ar 一 0,Ay 一 0) 
所 以 ,h 是 二 元 连续 的 . 
例 11 设 基 是 向 量 空间 ,hh 是 XX 上 的 希 尔 伯 特 泛 函 , 若 
VY rER,h(r,y) 之 0, 则 称 h 为 半 正 定 泛 函 . 证 明 : 半 正定 泛 次 满足 
许 瓦 兹 不等式 |hCr,y) |<<hCzsz)h(y,y)， 
证 若 hCy;,y) 关 0, 则 必 有 hly,y) 记 0. 由 
0 hr—ay, Tt—ay) 
一 让 (zz) 一 chRCzyy) 一 ahCyZ) 十 |a mrzyy)， 
a=h(r,y)/h(y,y), 
hzr,T)— |hCr,r) | AnCyy) 之 0， 


多 如 
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耕 六 zz) 天 0 证 明 过 程 与 上 类 似 . 
知 Ar 并) 一 六 yy) 一 0， 
则 得 一 ap(Czyy) 一 ahCy, 并 ) 之 0. 
取 a==h(r,y), 得 一 a|h(r,y)|: 守 0, 从 而 h(zr,y) 二 0, 故 半 正 定 泛 
了 哺 h 满足 许 甩 效 不 等 式 . 
例 12 设 严 是 复 希 尔 伯 特 空间 妞 上 的 双 线 性 泛 函 , 即 严 是 
HXH 上 的 复 值 旺 数 ,满足 
F(axrtar yy) =oF (ry) Har (xs,y)， 
Flrx,Biyit+pBy)=BF Cr, yi) BF (zr, y2), 
sup{ IF Cz,W ||| zl el, yl <1}<. 
证 明 :惟一 地 存在 互 上 的 有 界线 性 算 子 4A, 满足 
F(xrsy)=(Ax,y), zx,yEH, 
且 141 =sup{f|PGz sy | zl = | yl =1}. 
证 ”对 于 任何 固定 的 yEHH. 定义 f(x) 二 F(z,y), 则 J 是 下 
上 的 线性 泛 函 , 且 有 


二 F 3 < | ,TT 
sup [fsC2)1= sup IF Cr ,WIE ly sve fz Ty 


由 于 sup Fx, < 所以/,EH: , 则 由 黎 斯 定理 , 必 存 在 


lz y| 

AyE 五 ,使 得 
f(x)= (zx, Ay), 

即 (Tz,Ay)=F(r,y). 
由 此 得 到 石上 的 映射 4 : X 一 Az. 对 于 任何 z+, 有 

(xz,Ayi+ Ayzs)= (zx,Ay)+ zr, Ays)=F(r,y) Fz, y2) 

=F(ryyi 二 yy) = (rz, A(yity2)), 
从 而 A(yit yz) = Ayit Ay:. 
又 (rz,AAMAy)=Alz ,Ay)—AF (zx,y)=F(r,Ay)= (rx, A(Ay)), 
所 以 ,ACy)= 二 44y, 故 知 刀 是 线性 算 子 .同时 
Ial jl 1 4 = a 
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从 而 4 是 有 界线 性 算 子 , 且 
Fl(r,y)=(z,Ay)= (A' zyy)， 

1 2 有 = NA =sup{lF Cr, | zl al, yl 1}, 
故 取 4 二 A* , 即 得 所 证 有 界线 性 算 子 . : 

例 13 设 态 是 希 尔 伯 特 空间 ,T : 厂 一 态 是 有 界线 性 双 射 算 
子 ,其 逆 为 有 界 , 证 明 :(T*) ! 存 在 ,上 且 (T*) '=(T™)"*. 

证 ”由 题 设 知 T"! 有 界 , 则 由 共 罗 算 子 存 在 的 惟一 性 知 ， 
(TT1)* 存 在 且 有 界 . 于 是 ,VY z,>yE 万 ,有 : 

(zsy)= THTzr,y)= Tr, (TD y) 一 (ZTCT  ) 7)， 

(zy) 一 (7T7 1zryy) 一 (Tiz 7 y) 一 (zy 7) 7 7y)》， 
从 而 T TD *=(T-)*T'=IT， (TTD)*=(T') ， 
即 CT* 存在 ,和 且 (TT”，)*=C7") 7 . 

例 14 设 T 为 复 希 尔 伯 特 空间 及 上 的 有 界线 性 算 子 ,证 明 : 
本 二 一 TT* 的 充 要 条 件 是 对 一 切 TEH,Re(Tzr,X)= 二 0. 

证 ”必要 性 设 T= 一 T*, 则 


Re(Tzx,z)=[(Tz,7)+ (rz,Tz)] 


=35[(Tz,z)+(T' zx)]=0. 
充分 性 ” 设 Re(Tzx,x) 二 0 对 一 切 zEH 都 成 立 , 则 
((T++T*)zr,7z)=0, rEH. 
由 推广 的 极 化 恒等式 知 ,Y zy,yE 互 ,有 
((T+T" ry)=0, 
从 而 一 一 了 TT”*. 
例 15 设 {4,}) 是 复 希 尔 伯 特 空间 上 的 一 列 自 共 辊 算 子 ,4A 是 
定义 在 全 空间 的 算 子 ,满足 
lim (A.z+,y)= (Az,y), x,yEH, 
证 明 :A 也 是 自 共 思 算 子 . 
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证 先 证 A 为 右 一 日 的 线性 算 子 . 由 内 积 的 连续 性 ,对 任何 
数 a,B 和 VY zizzyyE 囊 ,有 z 
(Alari+pBz2),y)=lim(A,(arit Br,),y) 
=lim (aA,z) ;YY) 十 lim (PA,z; ;yy) 
=—(aAzi,y) (BAZz:, y) 
一 (azi 十 4zzyy)， 
故 4(azl 十 pz) 一 a4zri 十 BA4z，. 
又 由 题 设 知 , 取 定 zE 瑟 ,有 
lim (A,x,y)= (Azx,y), y€EH, 
则 依 黎 斯 定理 知 ,{(4,z} 弱 收 仿 于 4z， 由 共鸣 定理 知 ,{ 上 A,z | } 
为 有 界 集 , 且 { | 4, | } 也 是 有 界 集 , 故 存在 和 常数 M<ce ,使 得 | 4, | 
<<AT， n=1],2,"* . 从 而 . 
ars) [=i | A209) {MIIzH yi. 


取 y 一 4z, 即 得 
| az 是 MTzi az 41 <A， 
从 而 知 4 是 态 >H 的 有 界线 性 算 子 . 


因为 {4,}) 是 一 列 自 共 罗 算 子 , 则 依 定 理 5,V zE 瑟 ,4.zZ) 为 
实数 ,而 (4z,z) 一 lim (4A,z,z) 也 是 实数 ,所 以 4 为 自 共 椰 算 子 
例 16 ” 设 为 复 希 尔 伯 特 空间 ,T : 五 HH 满足 (Tx,z+) 之 0， 
其 中 z 是 丈 中 的 任意 向 量 , 证 明 
| (Tr,y) | CTzr, x) Ty, y), 
其 中 天 y 是 全 中 的 任意 同 量 . 
证 因为 VY XE 瑟 ;, 有 (Tx,X) 之 0, 所 以 T 为 自 共 诡 算 子 . 了 
是 ,V AEC 与 YzyE 右 ,有 
(T(z 十 Ay) 十 4y) 之 0， 
即 (7T zz) 十 2RelACZy，z) | 十 14 人 yyy) 之 0， 
取 4 一 一 (zx,7Ty)/(Ty,y) 代 入 上 面 不 等 式 , 即 得 
(Ty,7) [Tz, zx) Ty, y). 
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由 于 (了 TTyy) 一 (TYy)， 
故 1 Tz,y) | (Tr, rz) Ty, y). 

例 17 设 人 7, 是 囊 上 的 目 共 辆 算 子 列 , 且 7, 一 TH 一 0 
《2 一 ce) ,证 明 : 人 是 和 目 共 斩 算 子 . 


证 因为 
17T7—T" = 17D =|17.~-TI=>0, n>”, 
所 以 由 人” 一 下 委 站 太一 下 十 下头 一 天下 0， 


故 T= 二 T* , 即 T 是 上 自 共 办 算 子 . 
例 18 设 人 是 希 尔 伯 特 空间 豆 上 的 有 界线 性 算 子 ,证明 : 
(1) 算 子 T= 地 (T 十 T*) ,T== 训 (了 一 T' ) 是 自 共 轩 算 子 ; 
(2)T 二 TT 十 IT,，T"* = 二 Tj 一 i 了 ;成立 且 惟 一 , 即 T, 十 iT,= 二 5) 
+iS,=>5; 二 Ti,S; 二 T,, 其 中 Si 与 5; 均 为 自 共 孝 算 子 : 
证 (1) 由 题 设 可 得 


T: = 志 (T+T' )* = 地 (TT TY) ) 一 二 人 十 了 ) 一 了，， 


T: = TT ): = CT CT*)*) 


=- 了 CT 一 T)= 击 (T 一 T*)=T， 
所 以 ,T 与 7; 是 自 共 思 算 子 . 
(2) 设 Ti 十 ,二 Si 十 iSs;, 则 
T+* iT: =S! —iS}. 
由 Ti ,Ts,Si,S; 均 为 自 共 斩 算 子 , 所 以 
T 一 iT 一 5 一 iS，， 
将 上 式 与 了 ,十 这 :一 SS 十 is 分别 相 加 、 减 , 即 得 
太一 S ，T 一 S， 
例 19 设 T: 石 >H 是 有 界 自 共 轿 线 性 算 子 , 且 关 0, 证 明 ， 
(DD 对 于 4 一 2,4;8;16;… ,7T" 关 0 成 立 ; 


(2)Y nEN,T" 关 0 也 成 立 . 
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证 〈1) 对 取 定 的 z6E 五, 由 题 设 了 zx 天 0, 故 
0<< 1 Tz 人 :一 (CTzTz) 一 (727 并 )， 
即 了 7 关 0. 
类 似 可 证 n= 二 4,8,16,… 时 ,7" 关 0. 
(2)T”"= 二 0=> 对 于 每 个 pn, 有 7T?=T "(7T") 二 0, 导 出 与 题 
(1) 中 结论 Pp 二 2 室 n,T? 关 0 矛盾 ,因此 ,Y nEN,7T" 关 0 便 成 立 . 
例 20 设 {e,|n= 二 1,2,…} 是 希 尔 伯 特 空 间 态 上 的 完备 就 范 直 


交 系 , {0,} 是 有 界 的 实数 列 , 记 2 ziei 为 (zize…)， 算 子 4 定义 
为 | : 


A: (Xx) ,Tas Tn) FY axis a2T2 dnTas"*"* ), 
其 中 《zi yz XT，…') 马 刁 , 证 明 :A 是 瑟 上 的 有 界 自 共 恩 算 子 . 
证 由 4 的 定义 知 ,4 的 线性 是 显然 的 ,而 Y zxE 玉 ,有 


| Az | “= > laizi| :sup lail’ | zl 


所 以 A 是 有 界 的 , 且 A 中 <suplail. 
任 取 


让 二 (Zi Ta y= (yi ;Ys Yrs" EH, 
有 (Azx,y)= Dj aiziyi= Dx aiyi= (TX, Ay), 
:二 ] t=] 


所 以 ,A 二 4" , 即 4 是 自 共 思 算 子 . 

例 21 设 J 是 复 希 尔 伯 特 空间 互 上 的 自 共 恩 算 子 ,YV XEH， 
有 (Jz,zx) 之 ECzyz),E>>0， 证 明 : 

(1) 五 按 内 积 (zx,y)= 二 (Jzr,y) 是 希 尔 伯 特 空间 , 记 为 HH,; 

(2) 互 , 中 有 界线 性 算 子 4 为 五 中 自 共 轿 算 子 的 充 要 条 件 是 
JA 二 4*'J, 其 中 4* 是 4 在 侯 中 的 共 思 算 子 . 

证 ”由 题 设 J 人 是 自 共 力 算 子 知 , (x ,* ) 关 于 第 一 变 元 线性 ， 
关于 第 二 变 元 共 罗 线性 . / 

(1) 若 (zz) 一 0, 则 (Jz,z) 一 0, 从 而 ce(Czz) 一 0. 得 T= 二 0, 所 以 
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(x*，x ) 是 内 积 . 又 因为 
(T,XT)=(Jr,T)elr,yzT), (zz) 一 (Jzz) 扫 外 yz 2， 

故 由 C*，,* ) 与 (* ,* ) 诱 导 的 范 数 等 价 , 所 以 其 完备 性 是 一 致 的 ， 
从 而 玖 , 也 是 希 尔 伯 特 空间 . 

(2)A 是 五 , 中 的 自 共 罗 算 子 等 价 于 VY zE 互 ,(4z,z) 为 实数 ， 
即 (J4z,z) 为 实数 ,又 等 价 于 .JJ4 关于 希 尔 伯 特 空间 是 自 共 罗 算 
子 , 所 以 (J4) 一 J4, 即 

4 "太一 J4 或 A'*J=JA. 

例 22 在 复 希 尔 伯 特 空间 及 上 ,定义 4A : 一 仿 , 且 存在 e> 
0, 使 得 (Az,Xz) 之 e(z,z) 对 于 一 切 XE 玉 成立, 证明; 逆 算 子 A7' 存 
在 , 且 有 | 上 A471 志 e 1. 

证 因为 (Azx,zx) 之 el(z,7T) 之 0, 所 以 A 是 目 共 固 算 子 . 当 Azx 
一 0 时 ,有 (zx;x) 二 0, 故 z==0, 则 A-! 存 在 四 

VY ZE 万 ,z 天 0, 则 4-z 和 0, 于 是 


A zl? =(A-!'z,AT'r) SE (AA ,A ix) 
1 一 1 l —1 
= 一 (xz,A T) 一 IzH A7'zxl， 


故 有 上 A-!'z 之 士 上 zx 中 ,从 而 知 4-!' 是 有 界 算 子 , 且 4 入 
1 /e. 

例 23 设 4 为 复 希 尔 伯 特 空间 中 有 界线 性 算 子 4 的 特征 值 ， 
则 是 否 一 定 为 4* 的 特征 值 ? 

解 ” 不 一 定 .例如 ,在 复 空间 /* 中 考察 

U (XTi,T2 9 ) 二 (zo,T3，"…)( 左 移 算 子 )， 
则 U”* (zy 1) 一 (0 Ts ). 
可 以 验证 ,有 
{A114 二 1}Co,(UV), 但 o,(A')= 二 名 ， 

其 中 opC4" ) 是 算 子 A' 的 特征 值 全 体 . 

实际 上 , 当 |4| 二 1 时 ,有 
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UCA,A, A ,0 ) OA, ) AN) ,A ), 
所 以 , 当 0 二 141< 过 1 时 ,4 是 特征 值 ,而 (QD,0,…) 是 相应 于 4 二 0 的 特 
征 向 量 . 
又 MGCzZiT =U (Zi ) = 0, Ti Ze 
如 果 2 二 0, 则 二 zz 二 … 二 0; 如 果 4 才 0, 则 由 递 推 也 可 得 出 xz 二 Xx， 
二 .… 二 0, 
例 24 设 4 是 希 尔 伯 特 空 间 互 上 的 目 共 斩 算 子 ,证明 : 
(1) 若 4 是 4 的 特征 值 , 则 4 必 为 实数 ; 
(2) 车 4,py 是 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,z,y 分 别 是 4 的 相应 于 
A 和 4 的 特征 问 量 , 则 zy; 
(3) 对 任何 复数 4, 当 Im4 冯 0 时 ,A 一 4 为 正则 算 子 , 且 
| CA—24D 7 <1/lImAl. 
证 (1) 设 4 是 4 的 特征 值 ,XE 如 ,x 关 0, 则 由 4x==4zx, 得 
ACx,T)—= Ar,T)= rx,Ar)= (zr,Ar)=A(r, XT). 
因为 (x,zx) 关 0, 所 以 4=4, 即 4 为 实数 . 
(2) 设 4,p 是 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,有 
ACrsy)= Ary)= rx, Ay)= zr, py)= pT, y). 
由 题 (1) 知 4,4 均 为 实数 ,而 4 天 Ap 故 必 有 (zy) 一 0, 从 而 zy 
(3) 若 1 为 复数 , 即 1 人 一 c 十 ir，c，z 均 为 实数 , 且 r 和 天 0. 
要 证 明 AE pC4), 需 证 (4 一 7) 具有 定义 于 全 空间 的 有 界 逆 算 
子 ， 而 互 是 完备 的 ,A 一 A 是 有 界线 性 算 子 , 则 由 逆 算 子 定 理 知 ， 
只 要 能 证 明 4 一 灯 是 五 一 五 的 双 射 即 可 . 
先 证 4 一 人 7 是 单 射 。 因 为 VY zE 囊 ,有 
((4 一 17zryz) 一 ((4 一 a7)zz) 一 IFrGCZZ)， 
其 中 (A 一 o1)x,zx) 和 rlz,X) 是 实数 ,所 以 
| CA—2aDzl zi21C(A—XA)zr,z) Ir| | zl?’, 
即 | C4—rDz1| 守 |r|l zl. (3) 
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从 而 知 A4A 一 A 是 单身 ,上 是 VY yE RC(A 一 AT), 有 
| < 人 >y 人 ， 四 


冉 证 4 一 人 是 满 射 . 因为 4 一 灯 是 单 射 , 故 4 一 人 7 也 是 单 射 ， 
从 而 
NC(CA~—A1)’ )=N(A—XA)= {0}, 
则 由 定理 4 可 得 
ROA—AD)=N((CA—A) +={0}+=H. 
于 是 Y yE 晶 , 必 有 x,E€ 日 ,使 得 (A 一 A1)zs>y. 于 是 { (A 一 A1)xz,) 
为 互 中 基本 点 列 , 由 式 @@ 知 , {zx,} 也 是 基本 点 列 ,因而 必 存 在 
ZzoE 万 ,使 得 zx 一 Zo, 且 
CA—Al)zxo=lim (A A)z,=y. 
从 而 得 到 RC(A—A1)=H. 
由 逆 算 子 定理 即 知 ,4 一 条 是 正则 算 子 , 即 AE2(4), 则 由 式 
(4) 得 
| 《4 一 AD 下 入 LV Im 
例 25 设 旷 是 希 尔 伯 特 空间 日 的 自 共 轿 算 子 ,证 明 : 
HT = SuP I(Tz, zx). 
证 因为 对 于 上 x 上 硅 1, 有 
[GTzz)| 委 17Tz 直 直人 和 站 人 相关 是 直下， 
所 以 sup {Tz,7) 并 信和 
记 sup | (Tz,X) | 为 7, 则 Y zE 互 , 当 z 天 0 时 ,有 


z Tz 
(7 
由 自 共 罗 性 ,通过 计算 可 得 

(T(x y) ,T 十 y) 一 (T(x—~—Yy),X—Yy) 
=~=2(Tzx,y)++2(Ty,7)=2(Tr,y) 2(y, Tx) 
~4Re(TZz,y), 


<<r 或 GTzz)l 委 rz 


*。L095。 


r 


于 是 |Re(Tz, y) <7 上 zz 十 y 叶 ?十 导 一 y 全 ?2) 


< | z+ yy 2). 
取 e 使 得 
| Tx, y) |=e* (Tx, y)= (T (ez) ,YY) 
过 ex VY 一 下 .下 YY 多 
<Toleszlet yh)=T zt yl 


此 式 实际 上 Y z,yE FH 均 成 立 . 著 Tz 隆 0, 令 y 一 -了 Tz, 则 代 
入 以 上 方程 得 : / 
| Tz <r | zx?, 

于 是 Tr= Sup ， [Tzr,z)|. 

例 26 设 S=I 二 TT*T :五 肪 ,其 中 厂 为 希 尔 伯 特 空间 ,了 
为 有 界线 性 算 子 ,证 明 :S-: : SCH) 一 H 存在 . 

证 由 许 瓦 效 不 等 式 , 有 

上 过 全 委 赴 z 作 十 | Tr :=(r,7)+ (TTZr, Zz) 
—《Sr,x) eri, 

因此 ,Sx 二 0=> Bz 上 ==0. 由 道 算 子 定理 ,S :SCE) 一 五 存在 . 

例 27 证 明 : 在 希 尔 伯 特 空间 召 上 有 界线 性 算 子 全 : H 一 HH 
的 值 域 为 有 限 维 的 充 要 条 件 能 表示 为 

Tz= 5S (zu vj;stwiEH. 


J=1 
证 设 {B1,bs,…,b,) 是 关于 T( 理 )= 二 R(T) 的 一 组 直 交 基 ,xXE 
到 ,7Z 一 So (Cz)5， 则 


(Trobe) =a(r)—= (rT 6b), 


且 Tr= > rv)w (w=6;,v)=T "6)). 


j=1 


主要 内 容 


1 如 条 互 是 一 个 硕 尔 位 特 空间 ,了 是 互 中 的 闭 线性 子 空间 ， 
则 Y zE 互 , 必 有 相应 的 yE 工 ,= 上 工 , 使 得 zx 一 7 十 z, 称 元 聚 y 为 工 
在 世上 的 投影 .z 在 LK 上 的 投影 是 由 zz 惟一 决定 的 . : 

以 上 是 和 希 尔 伯 特 空间 上 的 投影 定理 . 

2. 定义 1 工 是 希 尔 伯 特 空间 五 中 任意 取 定 的 一 个 闭 子 空 
间 , 作 算 子 P 如 下 :对 五 中 元 z, 令 Pz 是 z 在 L 上 的 投影 ， 则 称 P 为 
由 五 到 LL 上 的 投影 算 子 , 记 做 PP 或 Pz. 

投影 算 子 有 下 列 性 质 : 

(1) 投 影 算 子 必 为 线性 有 界 算 子 ; 

(2) 设 P 是 希 尔 伯 特 空间 五 中 的 投影 算 子 , 则 P 将 五 投影 到 
PH={x|zxEH,Pr=rx} 上 . 

(3) 投 影 算 子 的 范 数 或 是 0 或 是 1. 

3. 定理 1 设 P 是 希 尔 伯 特 空间 五 中 的 有 界线 性 算 子 , 则 PP 
成 为 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 :P 是 自 共 罗 eC(P=P'*) 而 且 竹 等 
(P? 二 P) 的 算 子 . 

定理 2 设 P 是 复 希 尔 伯 特 空间 五 中 的 有 界线 性 算 子 , 则 了 
成 为 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 :VY xzEH, 有 Pz 上 := (Px,z) 成 
. 

4. 定理 3 设 Pi,Pw 是 两 个 投影 算 子 , 则 工 上 M 的 充 要 条 件 
是 .PiPx=0. 

定理 4 设 Pi,Pwx 是 两 个 投影 算 子 ， 则 Pi 十 Px 是 投影 算 子 的 
充 要 条 件 是 :PLPx=0, 且 当 Pi 十 Pu 是 投影 算 子 时 , 它 就 是 Prexw. 

定义 2 ”如 果 两 个 投影 算 子 P 和 @Q 满足 PQ 二 0, 则 称 P 和 QQ@ 是 
直 交 的 , 记 做 P|Q. 
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5. 定义 3 设 人 是 希 尔 们 特 空间 瓦 中 一 列 两 两 互相 直 交 的 
闭 线 性 子 空间 , 作 


= {DzlzEL,i=1,2,.…, > | zill <}, 
i 二 1 i=1 


则 称 工 为 {L,} 的 直 交 和 , 记 做 一 @L: 


定理 5 设 P， (n= 二 1,2,…) 是 希 尔 伯 特 空间 态 中 一 列 两 两 直 


Pzr= DPz. | (由 
推论 。 设 {L,} 是 希 尔 伯 特 空间 恕 中 一 列 两 两 直 交 的 闭 线性 
子 空间 ， 则 PS = DP 


上 式 右 端 级 数 是 指 算 子 的 强 收 全 

6. 定理 6 设 Pi,Px 是 两 个 投影 算 子 , 则 PLPx 成 为 投影 算 了 了 
的 充 要 条 件 是 PLPu 二 PuPi, 且 在 PiPw 是 投影 算 子 时 , 它 就 是 在 志 
站 AM 上 的 投影 算 子 . 

7. 定义 4 设 A4 和 B 是 希 尔 伯 特 空 间 五 上 的 有 界 自 共 罗 算 
子 , 若 Y zE 刀 ,有 (4z,z) 近 CBz,z) 成 立 , 则 称 4 小 于 或 等 于 B, 记 
做 4 委 瑟 或 有 >>4. 

定理 7 设 Pi,Pwx 是 希 尔 伯 特 空间 五 中 两 个 投影 算 子 , 则 下 
列 命题 等 价 : / 

(1)Pi 之 Pm; (2) | Piz| 亿 | Puzil ,VY XEB 成 立 ; 

(3)LOM:; (4)PiPum= Pw; (5)PuPir=Pw. 

定义 5 设 L,M 是 的 两 个 闭 线性 子 空间 , 且 LDM,L 中 与 
M 直 交 的 向 量 全 体 称 为 M 在 L 中 的 直 交 补 , 记 做 LOM, 即 

LOM= {xr|xr€EL,H x AM) 一 工 门 AM. 

8. 定理 8 设 PL,Pw 是 两 个 投影 算 子 , 则 Pi 一 Px 是 投影 算 子 
的 充 要 条 件 是 元 二 M. 当 Pi 一 Pw 是 投影 算 子 时 ,Pi 一 Px 二 Prem: 

推论 1 车 Pi 是 由 希 尔 伯 特 空间 到 它 的 闭 线性 子 空间 L 上 的 
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投影 算 子 , 则 I 一 Pi 是 在 Lt+ 上 的 投影 算 子 . 

推论 2 若 Pi,Pw 是 投影 算 子 , 则 PiPw 成 为 投影 算 子 的 充 要 
条 件 是 (LOCINM)) | (CMON MD)). 

推论 3 车 PL,Pwu 是 投影 算 子 , 且 忆 Pu 一 PuPr, 则 已 "十 已 w 一 
PP 是 在 (CGOCCnAMD)) 中 M 上 的 投影 算 子 . 

9. 定理 9 设 4 是 希 尔 伯 特 空间 囊 上 的 有 界线 性 算 子 ,M 是 
于 中 的 闭 线性 子 空间 , 则 MM 是 4 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 APx 
= PuyAPw. : 

定义 6 设 4 是 希 尔 伯 特 空间 妃 上 的 有 界线 性 算 子 ,M 是 五 
中 的 闭 线性 子 空间 , 若 M 及 M+ 二 HOM 都 是 4 的 不 变 子 空间 , 则 
称 M 是 4 的 约 化 子 空间 ,简称 M 约 化 4. 

推论 1 M 约 化 4 的 充 要 条 件 是 :4Px 一 Puw4. 

推论 2 M 约 化 4 的 充 要 条 件 是 :M 同时 是 4 及 4 ”的 不 变 于 
空间 ， 特 别 是 当 4 是 自 共 轿 算 子 时 ,A 的 不 变 子 空间 必定 约 化 4. 


疑难 解析 


投影 与 投影 算 子 有 什么 不 同 ? 

答 ” 投 影 是 对 一 个 向 量 而 言 的 ,也 可 以 理解 为 一 个 向 量 的 分 
解 . 即 车 M 是 内 积 空间 中 的 线性 子 空间 ,x 是 豆 上 的 一 个 向 量 , 如 
果 有 xzoEM,zi NM, 使 得 z 一 zo 十 Zi , 则 称 z。 是 z+ 在 MM 上 的 ( 直 交 ) 
投影 . 所 以 ,对 于 内 积 空 间 态 中 的 任意 向 量 与 任意 线性 于 空间 MM， 

投影 算 子 是 一 类 较 简单 的 有 界线 性 算 子 , 可 以 理解 为 一 个 映 
射 . 它 将 希 尔 伯 特 空间 瑟 中 的 元 z 投影 到 五 的 闭 子 空间 二 上 , 征 
一 个 集合 的 分 解 . 因此 ,投影 是 指 对 一 个 向 量 的 某 种 分 解 , 而 投影 
算 子 是 指 对 某 个 集合 的 向 量 运算 . 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


投影 算 子 与 投影 算 子 的 性 质 必须 严格 按照 定义 与 定理 来 验 
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证 ,并 利用 算 子 与 空间 的 特点 讨论 与 投影 算 子 相关 的 命题 . 

例 1 证 明 : 投 影 算 子 Pi : 太一 L 是 有 界线 性 算 子 , 且 当 工交 
0} 时, 上 Pz 有 | 二 1. 

证 VYx,yE€E 态 ,有 

T=X1 二 zs y= 二 ys Ti EL, Ty21L, 

故 ”zz 十 y= 二 《zi 十 yy) 十 (zz 十 yz)， Xi 十 EL,Xz 十 yz_| LL+， 
从 而 Pi(x 二 Ty)=zi++ y= Pir Pry. 

类 似 可 证 Pi(ar)=aPir, V aEK,rIEH,， 
所 以 Pi 是 线性 算 子 . 因为 VY XE 日 ,x 二 zi 十 zx， 有 


| Pz?= | zie 十 zo ?= Dz? 
所 以 | PL | 1. 又 车 取 XoEL, 生 | 0 | 二 1, 则 
| Pizo ll = | zo | =1. 


又 有 PP 上 之 1, 从 而 上 Pi 二 1. 

例 2 集合 ker(P1) 二 {zxzEHIPir 二 0) 称 为 Pi 的 霉 空 间 ， 
Ran(Pi) 表 示 Pi 的 值 域 , 设 Pi : H 一 日 是 投影 算 子 ,证明 : 

(1)Ran(P1)=L,ker(Pi)=Lt+,H=Ran(Pr)Wker(P.); 

(2)Pi|i=I,Pi|it=0; 

(3)P1i!: =I— Pi. / 

证 (1) 因 为 Pi : HH 是 投影 算 子 ,所 以 Ran(Pi) 和 SL; 反 
之 ,V TEL, 有 Piz 二 zx, 所 以 LCRan(Pi). 综合 知 Ran(Pi)=L. 

因为 VY x Eker(P1),z=Xi 十 Tz,X1EL,T2E Lt, 所 以 Piz 一 
zi) 而 Prz 一 0, 即 得 z 一 zzE7Z+ ,于 是 ker(P1)CLIi. 又 显然 有 
ker(Pi) 忆 Lt+. 综合 知 ker(Pi)= 二 Lt, 从 而 得 出 

H=L+L+=Ran(PL)+ker(P). 

(2)VY zEZL,z=z 十 0,0EZLL, 故 PCz) 一 z, 即 己 :| 一 万， 而 
ker(P,) 二 LL+, 故 PL|i1+ = 二 0. 

(3) 因 为 Lt 是 闭 子 空间 ,所 以 Pri : 有 H 习 日 也 是 投影 算 子 ,有 

Ir=ZXx+Xxs= Pir Piir, TELTELL, 
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故 Piizr=(1~—Pi)zx, VY rEH, 
从 而 Pri=I—P.. 
例 3 证 明 : 投 影 算 子 是 自 共 轿 算 子 . 
证 VxzyyE 万 ,有 
TT 十 Tz Y= 二 ys TiN EL, Tt, yiEL. 


所 以 (Pzr,sy)= (ri y)= (rx, Py), 
故 知 P 为 自 共 轿 算 子 . 
例 4 证 明 . 投 影 算 子 是 帘 等 算 子 , 即 Pi=Pi. 
证 VY XEHH, 有 


T=X 十 Xs XIEL, XE LT. 
由 Piz 二 x1EL, 得 
Pix= Pxi=x= Px, 

即 Pi=PLi 成 立 . 

例 5 证明 :P 是 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 :P 是 自 伴 算 子 且 P 
=—P. 

证 ”必要 性 证 明 见 例 3 与 例 4. 

充分 性 ” 设 L=Ran(P), 则 Y yERan(P), 存 在 zE 日 ,使 得 y 
一 Pr. 于 是 : 

(I—P)y=(I—P)Pzx=Pzr~—P’r=0, 

即 yEker(1 一 PP), 从 而 Ran(P)Cker(1 一 PP). 

VY yEker(1 一 P), 有 (1 一 P)y 二 0,; 即 y= 王 Py€P(H). 于 是 
ker(I—P)CRan(P). 

综 上 得 Ran(P)=ker(I—P). 
因为 (I 一 P) 是 有 界线 性 算 子 ,所 以 ker (1 一 P) 是 闭 的 ,从 而 工 == 
Ran(P) 是 闭 了 于 空间 . 

同时 ,VY zxzEH, 有 x 二 Px 十 (1 一 P)z, 晶 

((I—P)zr,Py)=(P(—~P)z,y)= (0,y)=0, 
所 以 : (I—P)rERan(P)t, 
而 PrERan(P)=L. 
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故 忆 z 一 Pr, 即 己 一 已,. 

例 6 设 E 是 希 尔 伯 特 空间 五 的 线性 子 空间 , 记 Et== {zx|x€ 
囊 ,xX_|E}, 证 明 : 

(1)E+ 是 H 的 闭 线性 子 空间 ; 

(2) 若 已 是 闭 的 , 则 天 + 一 已 ; 

(3) 若 EE 是 闭 的 , 则 五 = EET+, 即 

H=E+Et, EEt+=1{0); 
(4) 者 瓦 是 闭 的 ,已 : 器 一 E 是 投影 算 子 , 则 E+ 二 NCP). 
证 (1) 设 x,yEE-, 则 VYV zEE, 有 xz|z,y|z, 于 是 
(aritpy,z)=a(z,z)+p(y,z)=0, 
故 az 十 By€ E- ,从 而 知 E- 为 线性 子 空间 . 

若 zxEE-,x, 一 x; 则 VYV zEE, 有 (zx,;z) 二 0. 由 内 积 关 于 变 元 

的 连续 性 可 得 
(zz) 一 limCzoz) 一 0， 
帮工 | =,zE Er ,EL 是 闭 线性 子 空间 

(2) 若 巨 是 闭 的 , 则 由 巨 上 本 可 以 得 出 ,ECELL， 另 一 方面 ， 
若 zEELLT, 则 z 上 上 玖 + 车 X= 十 X2,X1EE,z2|E, 则 xz2:EE*, 从 
而 , (ziyzz) 一 0. 于 是 

(zyzo) 一 (Zi 十 zzy Zi) 一 (yzZo) 一 0， 
即 zs=0, X=XAEE, EiCE. 

综 上 得 E=E*+. 

(3) 行 五 是 闭 的 , 则 由 投影 定理 ,VY XE 有 ,有 Z 一 Zi 十 zz 其 中 
TEE, XE El, 从 而 志 = E 十 El, 同时 ENEt 二 {10), 故 
H=EQE-. 

(4) 若 五 是 闭 的 , 则 VY XEH,X= 二 zi 十 Xz, 其 中 XEE,zxs| EF. 
当 且 仅 当 二 0 时 ,TEE+, 即 Pr 二 0 或 TEN(P), 即 E+==N(P). 

例 7 设 P 是 从 希 尔 伯 特 空间 态 到 其 闭 线性 子 空间 的 线性 算 
子 ,证 明 下 列 命题 等 价 : 
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(1)P 是 投影 算 子 ; 
(2) 忆 一 忆 , 且 忆 是 自 共 恩 算 子 ; 
(3) 己 "一 已 ,上 且 NCP) | ROP); 
(4) 若 已 是 复 空 间 , 则 还 等 价 于 
(Pr,7)= | Pr:, ER. 
证 (1)=>(2). 由 题 设 ,P 为 从 态 到 E 的 投影 算 子 , 则 VY xE€ 
鳌 ;,PzrE 五 , 故 
Pr=P(Pr)=Pzrx=>P’=P, 


Vv Zy3yE 万 ,有 
二 ZX! 十 Xs， y= 二 yi 二 ys， Z1 yi€EE, Tayyz | 五， 
nu (Pzr,y)= (rs WT yy) = (x1 YY) 


一 (Zi 十 Zrzyyz) = (x, Py), 
所 以 ,P 是 自 共 思 的 . 
(2)=>>(3). VY TEN(P), 有 Pzx==0;YV yER(P), 有 ZXEH,y 
一 已 ri， 于 是 
(zy) 一 (TriPzi) 一 (Prz) 一 0， 
中 NC(P) LRP). 
(3) 一 > (1). 令 E=N(I 一 P) 为 昌 的 闭 线 性 子 空间 . 验证 P 是 
从 五 到 E 上 的 投影 算 子 . 
因为 yyE€ R(P), 了 jx€ 晶 ,使 得 y= Pz = P?z, 所 以 
(I—P)Pzx=0,; 即 (J--P)y= 二 0,yEN(I 一 P). 反之 ,VyE 
N(I 一 R), 有 (I 一 P)y==0,y= 二 PyE€E R(P), 所 以 R(P)=N(I 一 P)， 
Bh E= RCP). 
VY TEH, 记 ZX 二 Px 十 (X 一 Px), 则 显然 有 


PrE€ER(P)=E. 
x PO(I—P)zr=P(zX— Pr)=0, 
从 而 rx—PrEN(P). | 


由 于 和 NC(P) 了 RCP), 故 
rr—Pzr | R(P)=E. 
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所 以 P 是 从 矿 到 E 的 投影 算 子 . 

考虑 日 是 复 希 尔 但 特 空 间 情 形 . 

(2)=> (4)， 即 

[Pz (| ?= (Pzr,Pzx)= (Pr,7x)= (Pz ,zx). 
(4) 一 > (2)， 对 于 玉 上 任 一 线性 算 子 , 极 化 恒等式 成 立 , 即 
4(Axz,yy)= A(z 二 y) ,Tz 二 Ty)— (A(r—y) ,Tr—y) 
二 iCA(zxtiy) ,ziy) ~—iC(A(r—iy) ,rz—1y). 

若 YV xE 昌 ,有 (Pzx,7X)== Pz 上?, 则 (Px,z) 为 实数 令 A4A 二 
P ,可 得 . 
(Px,y)= (Py,7)= (zx,Py), 
P 是 自 共 轿 的 ,于 是 

(Pix,7)= (Pr, Pr)= (Pr,7r), XEH. 
令 4 二 PI 一 P, 则 (4x,z)==0,xzE€ 态 ,利用 极 化 恒等式 可 得 
(Azrsy)—0, x,yEH. 

从 而 A 二 0, 即 P' 二 P,P 是 适 等 的 . 

例 8 设 Ps,Pu 分 别 为 希 尔 伯 特 空间 五 到 其 闭 线性 于 空间 上 
和 AL 的 投影 算 子 ,证 明 以 下 命题 等 价 : 

(1JPrzZP (2)| Pezrl 守 上 Pxzrl ,rEH:; 

(3)EOM ; (4)PePxu= PuPse= Pu; 

(5)Ps 一 Pw 为 投影 算 子 . 

证 (1) 二 > (2). 

| Paez {| := (Pezx,rx) 宕 (Puzr17x)= (Pur ll’, 

故 | Pezri 守 Pxrx|e, zxEH. 

(2) 一 > (3). 若 zEM, 则 Pxz 一 z, 从 而 

| Psz || Purl:= | zl :=| Pszl + lz—Pezl’, 
故 x 一 Perx 二 0 或 PeXx= 工 ， 
即 zEE, 从 而 可 推断 出 MCE. 

(3) 二 > (4). VY XE 态 , 有 PxxEMCE, 故 

PrPizr 一 Pa 或 PePu=Pw. 
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但 另 一 方面 , 设 +=Pex 十 Xz;Tl 巨 , 从 而 zz M; 又 设 X= 二 Puzx 十 
zzyzz 上 M, 故 
(zz 一 zz) | NM， 
Paz 一 Pwz 一 一 (zz 一 zz) 上 NM 
若 记 Pex 二 Puzr 十 (Par 一 Puz), 则 此 式 成 为 Pex 关于 MM 的 投影 分 
解 式 , 从 而 
PuPrr=Pxx 或 PxuPg= Px. 
(4) 一 >(5)， 因 为 命题 (4) 成 立 , 则 
(Pe— Pm)’ ~ Pi:— PePu— PuPet+ Pi 
—Pre— Pux— Pu+Px=Pse— Pu, 

所 以 Ps 一 Px 是 害 等 的 . 

又 由 Pe, Pm 的 自 共 斩 性 ,V TT，yE 玉 ,有 

((Pe— Pu)x,y)= (Per,y)— (Pux,y) 
—(r,Pey)— (x, Puy)= (zx, (Pe— Pm)y), 

例 9 设 Ps,Pu 是 希 尔 伯 特 空间 互 中 的 投影 算 子 ,证 明 以 下 
命题 等 价 : 

(1) 五 | Ai; 

(2)R(Pz) | R(PM); 

(3)PePxm 二 0( 称 Ps 与 Px 正 交 ); 

(4)Ps 十 Pw 为 投影 算 子 . 

证 (1) 一 (2). 由 RCPs) 一 E,R(Px) 一 M, 即 得 
R(Psg) | RCOPM). 

(2)=>>(3). Y zyE 万 ,有 

(rx, PePuy)= (Pex, Puxy) 一 0， 

于 是 PPury 一 0, 从 而 忆 EPxw 一 4. 

(3 一 (4)，V xE 喇 ,由 PsePx 二 0, 得 到 PePxPez 二 0, 于 是 

| PuPex | = (PuPer, PuPse7x)= (Przx, PuPgex) 
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=(Pex, PuPeT)= (zx PePuPer)=0, 

所 以 PuPs=0. 

由 于 

(Pe Pm)’= PE PuPet+ PePu t+ Pu= Pe Py, 

义 V x,yE 瑟 ,有 

(CCP 十 Pi)zryy) 一 (Prpryy) 十 (Payy) 

一 (zy,Pry) 十 (zy Puy)= (rx, (Pe Pr)y), 

从 而 知 Pe 十 Pu 为 投影 算 子 . 

(4)=>(1). 由 

Pet+Pxu = (Pet+ Pu)’= PE PePuti+ PuPet Ph 
~Pe+-PePutPuPetPm; 
可 知 PsPux 十 PvPs 一 0. 中 
式 帆 左 乘 PE ,得 PePui+ PePuPsE=0, 
式 也 右 清 Pz, 得 PePuPeEt Pu E=0, 
于 是 PePx 二 PxPz. 综合 式 岂 知 
PzPu=PuPs=0. 
VY TEM, 有 Puxx 二 xX, 故 
0=~ PPuyx—= Perr—>x LE, 

所 以 M | 五 . 

例 10 设 互 为 希 尔 伯 特 空间 ,证 明 

(1) 车 {Qi}) 是 一 列 两 两 正 交 (QQj; 二 0,i1 关 站 的 投影 算 子 , 则 存 


在 投影 算 子 忆 , 使 得 >》Q 一 P Gn->o0) 点 点 成 立 . 

(2) 若 { 瓦 } 是 一 列 单调 增加 (ECE， 21) 的 闭 线性 子 空 
间 , 且 EUE, 则 Ps.>Pe (2 一 co) 点 点 成 立 . 

证 (1) 记 P,= > Q,, 依 例 9, 用 数学 归纳 法 可 证 书 , 是 投影 算 


子 , 又 由 正 交 性 
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(GTQiZ) 一 (QQizry zz) 一 0， 1 六 7， 
有 zl > 1Pz l=( Der, SQ) 


-=D (QQ = > | Qiz || 7, 


和 


所 以 2 | CiZ | “<<co。 


久 | Sy Qiz 


i=n 二 1 


一 之 | Qix | 一 0 (m,n—o0), 


从 而 2 Qi 是 柯 西 序列 ,五 是 完备 的 , 令 
Pz=lim > Quz， 


用 » n 
LPz ?=lim | DQz | =lim 3 Qiz,t) =Pz,z), 
mo fs= | .j=1 
所 以 ,P 是 投影 算 子 . 
(2) 由 例 9,Pe ,一 Ps 是 投影 算 子 (i 之 1), 且 
PsPge=Pege(i<)), 
故 (Pe,—Ps) (Pe,~Pe)=Ps,,— Pr, ttPr—Ps=0, 
Pre (Pe,,—Pzs)=Ps,—Ps,=0, z 
于 是 ,Ps ,Ps, 一 Pe ,Pz 一 Pz,，… 是 一 列 两 两 正 交 的 投影 算 子 序 
列 ， 则 由 题 (1),Y zE 刀 ,有 
并 一 
Ps xz 一 Pez 十 27 (PE 一 Pe)z->Pz， 
i=] 
即 P 为 投影 算 子 . 
因为 Y n 之 1, 有 EE， CE, 故 由 例 8 知 ,Y XE 日 , 有 上 Prezxl 寺 
| Psz | . 令 n 一 00, 则 
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Piz 一 lim | Psz|< | Pz 9 
于 是 ,LCE. 
XV CE,, kn 时 ,XE Ei, 疏 Pe z= 工 . 今 一 coo, 则 


Pir=limPs,r=z—>r€ L=—>E.CL 


由 的 任意 性 与 E, 单调 增加 性 知 , UE.CL 和 工 闭 ,所 以 


E— UE.CL. 


第 六 节 ”谱系 、 详 测度 和 谱 积 分 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 互 为 希 尔 伯 特 空间 , (| 一 < 二 <c)} 是 一 族 
投影 算 子 ,满足 : 

(1) 单 调 性 ”对 任何 两 个 实数 人,Ap, 符 4 之 Ap 则 Ta>Tw， 

(2) 右 连续 性 Y NE (一 cc) ,limTiz 一 Tuwz， 

(3) ( 强 ) lim T=0,( 强 )limTi= 了 7， 
则 称 {T} 是 一 个 谱系 . 

2. 定理 1 设 {T| 一 <<4<o0} 是 希 尔 伯 特 空间 晶 中 的 一 族 
投影 算 子 ,满足 : 

(1) 单 调 性 ” 当 4 之 py 时 ,T; 之 T,， 

(2) 对 一 切 和 E (一 co ,co), Tu 一 ( 弱 )limTa， 


(3) ( 弱 ) lim Ti 一 0， ( 罚 )limTa 一 了 7， 
则 (7 是 一 个 谱系 . 
定理 2 设 (Ti| 一 co< <co} 是 希 尔 伯 特 空间 上 的 一 族 投影 
算 子 , 则 {TT;} 成 为 谱系 的 充 要 条 件 是 VY xE 玉 ,了 销 数 TT, (2) 二 
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(Zr Z) 满 足 ， 

(1) 了 -单调 不 减 , 即 当 ) 之 /时 ,7 之 了 -nes 

(2)T; 右 连 续 , 即 对 任 一 ‰E (一 coyvco) ,了 寺 一 T 

(3) lim 7 xz) 一 0,1im7 > 一 | zx. 

若 {T,)} 是 谱系 , 且 存 在 有 限 数 m,M, 使 得 当 4 二 m 时 ,T, 二 0， 
当 ) 之 1M 时 ,T;== 了 , 则 称 {T,} 是 区 间 [mx,Mj 上 的 谱系 . 

3. 定义 2 设 X 是 一 个 集 , 尺 是 处 的 某 些 子 集 所 组 成 的 代数 ， 
E 是 R->P 的 映射 ,车 满 足 : 

(1)E(X)=I，- 

《2) 可 列 可 加 性 ”如果 {4,} 是 R 中 一 列 互 不 相交 的 元 ,上 且 


U A.ER, 则 有 E( U4,) = DECA,)， 


则 称 瑟 是 (X,R) 上 ( 石 中) 的 谱 测 度 ， 当 R 是 o- 代 数 时 , 称 (X,R， 
E) 是 瑟 中 的 谱 测 度 空间 . 

4. 定理 3 设 E 是 (X,R) 上 的 谱 测 度 , 则 

(1)E(G)=0; 

(2) 有 限 可 加 性 对 4:，(==1,2,…,n)ER, 且 {Ah;} 两 两 不 


交 , 有 El (UAi) = PE) 


(3) 若 A,BER, 且 A 站 mMB= 儿 , 则 ECA)E(B)=E(B)E(A)= 
0; 

(4)Y A,BER, 有 E(AUB)=E(A)+E(B)—E(ANMB):; 

(5){ECA)1AER}) 是 交换 算 子 族 . 

5. 定义 3 设 (X,R,E) 是 谱 测 度 空间 ,ff 是 (X,R) 上 的 可 测 
函数 ,如 果 存 在 希 尔 伯 特 空间 互 上 的 有 界线 性 算 子 ( 记 为 


|f ae)) ,使 得 Y zx,yE 瑟 ,有 


(|f (DdEC)z,y] =|f (aE Cz, y) 
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成 立 , 则 称 | (2dE(z) 为 函数 /关于 谱 测 度 E 的 ( 弱 ) 谱 积分 
定理 4 设 (X,R, 五 ) 是 谱 测 度 空间 ,EB(CX,R)， 则 谱 积 分 


| FeDdE(D 惟 一 地 存在 , 且 有 以 下 性 质 - 
(1) 线 性 性 VY f,gE€EB(X,R) 及 数 a,B, 有 | 
|(af+pa) (£1)dE() =a|f (dE +p|g (dE) ; 
(2) 埃 尔 米 特 (Hermite) 性 ” 当 fEB(X,R) 时 ,有 
[| FepaEe | | =|FtDaEG) ， 


特别 当 了 是 实 值 函数 时 ,| 7(z)dE(z) 是 自 共 椰 算 子 ， 
(3) 压 缩 性 当 fEBCX,R) 时 ,feyaEG) < 1; 


(4) 若 AER,Xs 是 集 4 的 特征 函数 , 则 |x (dECG)=E(A). 


6. 定义 4 设 (X,R,E) 是 谱 测 度 空间 ,fEB(X,R),f 的 值 
域 在 Gm,M) 中 ,对 于 分 点 组 D:m= 二 yo 过 过 过 … 过 yy 二 MM, 作 和 
式 


SCD)= D&EX 时 fy), yy,, 
i 00D) 一 max Cy 一 yi-1). 如 果 存 在 五 中 的 线性 有 界 算 子 
[reoaaa ,全 和 e 盖 0, 6 二 0, 当 分 点 组 DD 满足 8CD) 王 6 时 ,不 
论 生 ELyi-1,yij 如 何 取 值 ,总 有 
| roaga 一 sCD) | <e, 


则 称 | /CdEC) 是 函数 了 关于 谱 测度 书 的 一 致 谱 积分 


定理 5 设 (X,R, 匹 ) 是 谱 测 度 空间 ,JEB(CX,R) 是 实 值 函数 ， 
则 了 了 关于 五 的 弱 谱 积分 就 是 一 致 谱 积分 . 


推论 1 VY JE BCX,R)，| /GD)dECGe) 与 所 有 的 已 (4) ,4ER 尺 可 
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交换 ,Vy f,g€ BX,R), |f dE) 和 |g CdEC) 可 交换 
推论 2 VY f,gEB(X,R), 有 下 式 成 立 


|f wg wdEc) =|f(WaEc |g ag) ， 


(Jf waz, Je aE)y) =|/(WE( dE z,y). 


7. 定义 5 设 {Ti|4E (一 ,00)) 是 谱系 ,而 E 是 B。 上 的 谱 测 

度 , 若 
Ti=E((—o0,4|), AE (一 coyco)， 

则 称 E(，。) 是 由 {TT4} 导 出 的 庶 测 度 . 

定理 6 设 {T;} 是 谱系 , 则 它 必定 在 B。 上 导出 惟一 的 谱 测 度 . 

定理 7 设 E 是 (X,R) 上 的 谱 测 度 , 又 设 SCR) 是 包含 R 的 最 
小 c- 代 数 , 则 必 惟 一 地 有 (和 X,S(CR) 上 的 谱 测 度 五 " ,使 得 当 AER 
时 ,E* (A)=E(A). 

定理 8 设 {Ti| 一 < 过 4 二 吕 }) 是 互 中 的 谱系 ,E 是 由 {TT} 于 
出 的 (R!,B) 上 的 谱 测 度 , 任 取 R! 中 的 非 空 开 集 O, 设 它 的 构成 的 
区 间 全 体 是 {(a;,5;)}, 则 


E(O)= oT —T, )， 
其 中 T。- 一 ( 强 ) lim TT. 


Mb Ai 


疑难 解析 


1. 定义 1 与 定理 1 有 何不 同 ? 

答 定义 1 给 出 了 一 族 投影 算 子 {T,} 在 什么 条 件 下 是 一 个 谱 
系 , 而 定理 1 则 给 出 实际 上 当 {T} 满 足 哪些 条 件 时 就 是 一 个 谱系 . 
从 形式 上 看 ,两 者 似乎 差不多 ,但 事实 上 定理 1 的 条 件 要 弱 得 多 ， 
也 就 是 满足 定理 1 的 条 件 时 必然 满足 定义 1, 因 为 ,由 


( 弱 ) lim 一 人 9 
和 
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有 lim (CTi—T )z ,x)=0. 


A 4 


但 当 4 一 ho 时 ,六 一 人 是 投影 算 子 , 故 
| (Ti—T ) 工 | 一 (7 一 了) 工 , 工 ) , 

从 而 弱 收 人 鳃 等 价 于 强 收 钙 , 即 由 定理 1 的 条 件 (2) 可 以 得 到 定义 1 
的 条 件 (2).， 类 似 地 ,定义 1 的 条 件 (3) 也 可 由 定理 1 的 条 件 (3) 得 
出 . 

2. 怎样 由 谱系 {T;} ,在 B。 上 导出 惟一 的 谱 测 度 ? 

答 (〈1) 对 于 一 ce 和 a 委 0 委 co, 作 天 (ao) 一 太一 了 , 式 中 
7T_-， IT- 分别 理 解 为 0 和 7 


(2)Y AE Bo, 厂 A=U (ai,6:] 有 (01,6]) tit 三 ] ,2 ,°°** ,1 两 两 不 
相交 , 则 令 


E(A)= 2 (Ts —T,). 
i=1] 
(3)E((—o0,A))=E,E 即 为 (R ;, Bo) 上 谱 测 度 . z 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 {T;) 为 谱系 ,证 明 : 

(1) 车 4 和 yy;, 则 TT 二 TT 二 TT; 

(2) 设 A=(a,8],Ts 二 Tp 一 T, 则 工 ,为 投影 算 子 ; 

(3) 若 Ai,A: 是 (2) 中 的 半 开 区 间 , 且 AANAi==A, 则 Ts Ts 二 
Ta; 


(4)limTxz(Y zE 石 ) 存 在 , 且 其 极限 为 投影 算 子 ; 


(5)Y zyET,a (CD 一 (人 Tiryy 轨 是 1 的 有 界 变 差 函数 . 
证 (1),(2) 可 由 投影 算 子 定理 7 直接 得 出 . 
(3) 车 和 A= Ca,B1j,As 二 (as,Bzj],Ai 门 A 二 (om,B:]( 其 它 情形 
类 似 可 证 ), 则 oa Bh. 由 计算 得 
Ts Ta,= (Te —T, ) (Tp,—T,) 
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一 TeTe 一 T。 Te 一 TaT。 十 T.T。 
一 To 一 T。 一 了 。 十 To 一 To, 一 了 一人， 
所 以 Ts 为 投影 算 子 . 
(4) 任 取 一 单调 序列 (和) ,为 过 如 +1, 加 六 由 题 (2) 知 ,TT ,一 了 
是 投影 算 子 . 由 题 (3) 知 , 当 m 天 2 时, CT， 一 Ti 与 (Ti 一 了 7) 正 


交 . 由 投影 算 子 (第 五 节 例 10) 性 质 知 ,lim[Tu 十 2 (Ts 一 Ts_,)] 存 
在 , 即 limTwz 存在 由 {%} 的 任意 性 , 故 imTsz 存在 ,其 极限 为 投 


影 算 子 . 
(5) 任 取 分 点 4a 二 罗 过 久 达 … 过 为 ==6b, 记 
Aj= N,N+t1l], k=0,1,.… ,ne—1, 
则 Ts 一 Ti 一 为 投影 算 子 ,TawTa 一 04 天 4)- 从 而 


n—1 "—1 
5 1 Tar’= | 包 Taz 
k=0 t=0 


| = zl 
故 Dk EK 
-Birnie 
= Co 去 S Taz Toy 


k=0 


天 一 一 
<( > | Tasz’) (TT) lz lyl, 
二 人 0 l 


YT 


所 以 V Gad Sz yl 
例 2 设 石 为 希 尔 伯 特 空间 , {Pi} 是 一 列 两 两 正 交 的 投影 算 


子 , > \P;== 了 ,证 明 : 对 于 任 一 列 实数 (XA)} ,a 一 和 <b, 令 
和 0 ， A 三 a， 
rr A>a,， 
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则 { 工 ;) 为 一 谱系 . 
”证 因为 7, 实际 上 是 有 限 多 个 或 可 列 多 个 两 两 正 交 的 投影 
算 子 之 和 . 由 第 五 节 例 9、 例 10 知 ,T, 是 投影 算 子 ,和 且 当 4p 时 ,有 
T,—Ti= 2》, Pi20, 


A A 


故 { 人 单调 增加 . 
若 全 ho, 则 
72 一 《人 一 >》, P., EH, 
A A 
5 Pz| = 5 1Pzls 21Pzl， 
< 去 < cs i=m) 


其 中 mi 二 inf {i, No 过 入 二 4). 


且 


显然 , 当 ) 一 Mo 时 ,mx-> oo. 由 于 级 数 > ， | Pizx | “< | 这 | “ 收 伍 ， 
故 


lim > 本 ;并 | 二 0， 
ha A 0 
即 lim 2, Pi:x=0, limTix=Tyzx, TEH. 
2 2 <A 242 
于 是 , {Ti 是 右 连 续 的 . 


由 了 的 定义 知 ,T, 二 0,T, 二 了 , 故 {T;} 为 谱系 . 
例 3 在 希 尔 伯 特 空间 天 [0,1] 中 ,对 实数 4, 记 (一 co ,上 的 
特征 函数 X_n(b 为 exGt)， 作 算 子 了 如 下 : 
Tf=e(t)f0), fELLO,1)], 
证 明 {TT} 是 谱系. 
证 因为 ei(t) 是 有 界 实 值 消 数 , 且 ei(z) 二 ex(2), 有 所 以 T 是 大 
等 的 自 共 斩 算 子 , 即 了 是 投影 算 子 . 
当 4 之 k 时 ,有 
ex(t)es(t)=e(t)elt) 一 ext)， 
所 以 TT,==TuT 二 Tw, 由 第 五 市 定理 7 ,TT 之 Ty 
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当 A<0 时 ,T= 二 0; 当 1 之 1 时 ,T= 二 了. 
Y f(t)EL[L0,11, 由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ,有 
tim| [ex 一 eu 7 dt 一 0， 


即 (7 一 了 ) 了 收 钱 于 零 (2 一 如) ,所 以 T, 是 强 连 续 的 . 
综 上 知 ,{T,} 是 [0,1j] 中 的 谱系 . 
例 4 设 f,gE€ECfa,bj,a;,BEB, 证 明 ; 


(1) | | foydTi 过 中 fil ,其 中 由 f= sup 1f091; 
a Ab 


C2)| [/ CD+gCDO]aTx 一 | 7 WaTst | gCDd75: 
(3) 若 上 记 一 fi 一 0 (x 一 0), 则 B( 玉 ) 上 的 范 数 


[£.Ware| faT (n>00): 

可 百 
(4)| af (WdT,=a| foVdT, 
{far) =| Fars 

8 

(6) 对 于 每 个 (a,8],| dT 一 Te 一 TT 

四 声 b 
7| f Wg WaT:=| faT,| g(WVdT, 且 右 端 两 个 积分 

可 交换 . 

证 (D 设 T=| /0VdT;, 则 V zx,yEH 昌 ,有 


中 
CTz，y) -zy)=| fCOV dT y). 


由 希 尔 伯 特 空间 性 质 及 例 1 题 (5), 有 


TH= pl=, sup, ,19,7)) 


| facTiz,y) 


二 uP 
rill.yH 1 
< 


¢ 
V (oz | fl yl. 


SUB 
zl<<li. ys a 
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6 
(2) 设 S| gadT,, WY x，yEH, 有 


=| f OdTizs +) g WAT y) 
=| to 十 g(CA) Jd (Tx,y), 
故 T+S=| [f+g 0 aT. 
(3) 由 题 (1)、 题 (2) 可 得 
far fva7, 
(4) 因 为 V z,y€E 互 ,有 
| arcpacmzy =e| /cbacTmvz yy)， 


委 | 六 一 了 一 0 (no0). 


所 以 | af (14)d7 一 a | / (VaT. 
(5)V x,yE 昌 ,由 | /0dT 的 定义 ,得 
=| Fodacry,z)={ | FDdTy,z 


从 而 (epoarj =| Far 
(6)Y Xx,yE 瑟 ,由 (Txz,z) 的 单调 性 与 右 连 续 , 有 
(faTsz,z) =| acTiz sa) = (Teor,z)— (Tex) 
=((Te—T zz), 
其 中 CD 一 1 为 实 函数 , 故 | dT 为 自 共 思 的 ,| dT, 一 (Tp 一 T.) 也 


是 自 共 元 的 . 从 而 有 
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有 
| d7 二 To—T.. 


(7) 由 广义 测度 积分 的 性 质 得 到 谱 积 分 关于 区 域 的 可 加 性 . 若 
f(4),g(4) 为 阶梯 贤 数 ,例如 


nn 一 1 


f/ (2)= > ,aiXa ， 和 4 一 (ayoi+lj]， 
i=0 
d= 二 Qa 二 6， 


-1] 
g(A) 一 DbiXa,, Ai 一 (8 ,601j， 
7 一 0 
a 一 了 < 一 8 一 …<8, 一 六 
记 A;= 二 A 站 4;, 则 由 题 (6) ,有 
b 
| fg A AT, = | fg CA dT,= DP 


一 一 DjaibTa,= DaibTaTa, 
1 | 
一 > aT ) ( 272T。 
J 


=| f aT) g War 
类 似 地 > 由 TaTa=1ials ,又 可 得 
[rwe ar.=| gwar faT 
vy f,gECLa,b], 取 阶梯 旺 数 列 f,,g,, 使 得 
1 fC—fl—>0 (>), lg.—gll—0 (mo00),) 
可 以 设 
| fllM, lg, lM, 
则 有 fgm 一 fg 所 Mf 一 fl 
十 M | eg。 一 g| 一 0 (az 一 coco) 

对 式 [rw WaT=| faT) gm(A) dT 


两 端 取 极限 , 则 由 题 (3) 知 
0711?* 


已 
| fA gdT, = lim 


+ 风 一 瞩 心心 


6 


-owar swar, 
由 阶梯 隔 数 情形 的 可 交换 性 知 , 等 式 右 端 两 积分 是 可 交换 的 . 


第 七 节 ” 西 算 子 的 谱 分 解 定 理 


主要 内 容 


1. 定义 ”车 UEB(H) 是 满 射 , 且 满 足 
(UzUy)=(x,y), xX,yEH, 
则 称 U 是 太 上 的 西 算 子 (或 西 变换 ). 
定理 1 设 瑟 ,G 是 希 尔 伯 特 空间 , 则 矿 到 G 中 的 线性 有 界 算 
FU 成 为 酉 算 子 的 充 要 条 件 是 U*U=J1n, 且 UU 一 7c. 其 中 Tn,1Tec 
分 别 表示 五 及 G 中 的 恒 等 算 子 . 
定理 2 设 (X,R,E) 是 希 尔 伯 特 空间 石 中 的 谱 测度 空间 , 捕 


数 fe BCX,R), 且 上 f= 二 1, 则 谱 积 分 U 二 |/4E 是 西 算 子 . 
2. 定理 3 设 Ple') 一 2)Coe" 是 一 个 三 角 多 项 式 , 且 对 任何 


实数 1,P(e") 之 0, 则 必 有 三 角 多 项 式 Q(e") 一 》}ave*, 使 得 
Ple’)= |Q(e') |]. 
定理 4( 西 算 子 的 谱 分 解 定理 ) 设 U 是 复 希 尔 伯 特 空间 已 到 
它 自身 上 的 西 算 子 , 则 必 有 开 中 谱系 {Ts19E [0,2x]} 满 足 T。 一 0， 
并 使 [一 | e"dTs. {75) 为 西 算 子 的 谱系 . 


推论 1 若 复 数 & 使 |&1 关 1, 则 € 是 西 算 子 的 正则 扣 . 
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推论 2 ” 数 e。 (0<0<2r) 是 酉 算 子 UV 正则 点 的 充 要 条 件 是 
有 正 数 6, 使 得 U 的 谱系 {Toe} 在 L606 一 6,0o 十 6 中 是 常 算 子 . 1 为 U 
的 正则 点 的 充 要 条 件 是 有 正 数 ,使 得 当 9E€ (0,6) 时 ,To 二 0, 当 90E€ 
(2rx 一 人 ,2rx) 时 ,7 一 7 

推论 3 数 e% (0<0 委 2x) 是 西 算 子 辟 的 特征 值 的 充 要 条 件 
是 Te 天 7 0. 

推论 4 设 尽 是 复 希 尔 伯 特 空间 中 的 本 算 子 ,{Te|0 委 0 和 2x 
是 U 的 谱系 ; 设 {[0,2x],BNL0,2x]} ;人 是 谱 测 度 空间 了 是 由 谱 
系 {To} 决 定 的 谱 测 度 , 则 对 于 任何 与 U 可 交换 的 有 界线 性 算 子 4， 
Ty 以 及 ECM) (ME BNMNE0,27j]) 都 与 4 可 交换 . 

3. 定理 5( 西 算 子 的 谱 分 解 定 理 2) 设 U 是 复 希 尔 伯 特 空间 
HH 中 丁 算 子 , 则 必 有 (cc(7) ,Bo ) 上 惟一 的 谱 测 度 眉 ,使 得 


olU) 


目 尼 具有 性 质 :V ME Bw 及 H 中 任 一 可 与 U 交换 的 有 界线 性 算 
子 A,F(M) 与 4 是 可 交换 的 . / 
4. 定义 2 设 4 是 希 尔 伯 特 空间 瑟 上 的 一 个 线性 算 子 . 者 存 
在 一 (c(4),B。) 一 有 (~ 万 ) 的 映射 上 HA 4) 满 足 : 
(1) 线 性 性 ” 当 a,p 为 复数 ,让 gE 且 (cc(4)， Ba) 时 ,有 
(af + peg) (A)=af(A)+Bg(A), 
(2) 可 乘 性 当 f,g€E Bo(A), Bo ) 时 ， 
(gl)(C4) 一 JJ)gSEC4)，. 
(3) 当 f 寺 1] 时 ,f(4)=1， 
(4) 当 f(X2) 三 A 时 ,f(A4)=A4， 
则 称 FH> F(4) 是 算 子 演算 . 
了 B。 表示 复 平面 上 含 在 c(4) 中 的 波 雷 尔 (Borel) 集 全 体 . 
定理 6 ” 设 U 是 复 希 尔 伯 特 空间 五 中 的 西 算 子 ,(o(U),Bow， 
E) 是 相应 于 U 的 谱 测度 空间 ,对 于 /f€ 儿 (oe(U),Bown)，, 令 


feU) =| fAEN), 
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则 j 太 F> FU) 是 算 子 演算 

5. 定理 7( 普 并 侈 雷 尔 (Plancherel) 定 理 ) V FE 瑚 (一 co， 
00), 导 上 L( 一 o0,00) 中 函数 

(UDC 一 ( 强 )im -万 "f(ay 
且 忆 :FF>U 是 瑚 (一 cco) 中 的 酉 算 子 ,其 逆 算 子 
UD- im -| ef dy 
定义 3 设 f1EL( 一 ,oo0), 函 数 
7 一 ( 强 )lim -元 | er=7Codz 

称 为 f 的 L?- 依 里 叶 变 换 ,也 称 f|>7 为 L"- 依 里 叶 变 换 . 

郴 数 7 一 ( 强 ) lim -| _e-wf(z)dz 称 为 的 L*- 傅 里 叶 
逆 变 换 , 也 称 f|>7 为 L?- 健 里 叶 逆 变换 .公式 (f,g) 二 (f,g) 称 为 
巴塞 瓦 公式 . 

6. 定义 4 设 石 是 复 可 分 希 尔 伯 符 空间 , {en 二 0, 土 1, 士 2， 
…} 是 五 中 完备 的 就 范 直 交 系 . 又 设 U 是 妃 中 有 界线 性 算 子 ,具有 
性 质 

77e, 一 ec，2 一 0, 士 1，, 士 2 ……， 

则 称 U 是 双向 平移 算 子 . 

设 {In 二 0,1;2,…} 是 旷 中 完备 就 范 直 交 系 ,又 设 V 是 瓦 中 
有 界线 性 算 子 ,具有 人 性质 

V6 一 和 2 一 0,1,2，…， 

则 称 V 是 单 向 平移 算 子 . 

定义 5 设 瑟 和 G 是 赋 范 线性 空间 ,4 是 互 中 的 线性 算 子 ,U 
是 吾 到 G 上 的 西 算 子 , 则 称 算 子 UAU™' 和 4 是 西 等 价 的 . 

定理 8 H? 中 单 向 平移 算 子 没有 非 平 凡 的 约 化 子 空间 . 
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疑难 解析 


1. 怎样 理解 西 算 子 ? 

答 ” 设 U 是 内 积 空间 五 到 内 积 空间 CG 中 的 线性 算 子 , 且 U 又 
是 保 范 的 , 即 Y XzE 恕 , 上 Uz 上 == 上 zx 成立, 则 称 U 是 保 范 算 子 . 
车 U 是 矿 到 G 上 ( 即 R(U)==G) 的 算 子 , 则 称 U 是 西 算 子 . 

者 U 是 保 范 的 , 则 U 是 可 逆 的 ,因而 西 算 子 是 内 积 空间 妃 到 
内 积 空间 C 上 的 保 范 的 、 一 对 一 的 线性 算 子 . 同时 , 西 算 子 的 首 算 
子 U 7 !' 也 是 西 算 子 . 

一 般 只 讨论 希 尔 伯 特 空间 上 的 西 算 子 . 

2. 西 算 子 与 自 共 罗 算 子 、 正 规 算 子 有 什么 关系 ? 

答 ” 设 五 是 希 尔 伯 特 空间 ,T : HH 一 HH 是 有 界线 性 算 子 ,7 
是 T 的 共 轿 算 子 , 若 T'*==T, 则 工 是 自 共 轿 算 子 (或 埃 尔 米 特 算 
子 ); 若 7 是 双 射 , 且 T* =7T7!, 则 TT 是 西 算 子 ; 若 77T ”一 7 了 了 , 则 称 
人 是 正规 算 子 . 

若 了 为 自 共 恩 算 子 或 酉 算 子 , 则 了 必 为 正规 算 子 . 

T=T"*=>T"*T=TT’* =7T?’, 
T=T >T’*T=TT'*=1. 
但 是 ,正规 算 子 不 一 定 是 自 共 罗 算 子 或 丁 算 子 . 例如 , 若 7 : H 一 H 
是 恒 等 算 子 , 则 了 2i7 为 正规 算 子 ,因为 
7 一 一 27，TT 一 全 人 一 47， 


但 T*T， T* #7T-!= 一 地 1， 


所 以 TT 不 是 自 共 轿 算 子 ,也 不 是 西 算 子 . 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 熟 悉 酉 算 子 的 概念 ,理解 丁 算 子 的 谱 分 解 定 理 , 知 道 丁 算 
子 的 一 些 简单 应 用 . 
例 1 设 驴 为 希 尔 伯 特 空间 ,UEB(H), 证 明 : 
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(1)U 是 西 算 子 的 充 要 条 件 是 U 是 单 射 ,有 U"=U; 
(2)U 是 西 算 子 的 充 要 条 件 是 U 是 保 范 的 , 且 为 满 射 . 
证 (1) 必 要 性 ”车 U 是 西 算 子 , 则 
(xTU "Uy)= UzrUy)=(ry), TyEH, 
故 U"U==1, 且 Uz?== zxz 上 1:, 所 以 U 是 单 射 . 因而 U0 : H>H 
存在 , 且 
[1 一 DTUJTUTI 一 1 一 7 . 
充分 性 ”车 U" =U07, 则 
(UzsUy)= (rx,U Uy)= (rx,y), 
所 以 U 是 西 算 丁 . 
(2) 必 要 性 ” 题 (1) 中 已 证 . 
充分 性 ”车 U 是 保 范 的 , 且 为 满 射 , 则 
Uz := lz *, VzEH. 
当 琅 是 实 内 积 空 间 时 ,由 极 化 恒等式 得 


(Uz Uy) = [UCzty) Do UC y) 1°) 


一 二 (|z 十 y mlz-yl) ,Vz,yEH: 
当 歼 是 复 内 积 空间 时 ,有 


3 
Uz UD UG 
=0 


= Dztiyl’=(z,y), Y zyEH, 


k= 二 0 


所 以 ,U 是 酉 算 子 . 
例 2 设 U,V 是 希 尔 伯 特 空间 互 上 的 两 个 酉 算 子 ,证 明 : 
(DU 是 保 范 (等 距 ) 的 , 即 Y xEH, Uz 一 zz; 
(2)H{0} 时 , UD =1; 
(3)U-1(=U?* ) 是 西 算 子 ; 
(4)UV 是 西 算 子 ; 
(5) 复 希 尔 伯 特 空 间 瑟 上 有 界线 性 算 子 工 为 酉 算 子 的 充 要 条 
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件 是 了 为 等 距 且 满 射 的 . 
证 (1) 因 为 
U*=U =—> | Uzr| := Ur, Uzr) 
~=(r,UUzx)=(zx,7)= || zx |’, 
所 以 LUz) = z|. 
(2) Uz|= UI zl=lzl|=>10|=1. 
(3) 因 为 U 是 双 射 , 故 U :也 是 双 射 ,由 共 罗 算 子 性 质 , 有 
(UT)*=U"*=U= (UT)-!, 
所 以 U1! 是 西 算 子 . 
(4) 因 为 UV 是 双 射 ,由 共 罗 算 子 性 质 与 单 积 的 逆 的 性 质 , 有 
(UV =V*U"=V UT!= (UV) 
所 以 UV 是 西 算 子 . 
(5) 在 例 1 题 (2) 中 已 证 , 现 对 其 充分 性 作出 另 一 种 证 明 . 由 工 
的 等 距 性 ,有 
(CT*Tzr,x)= Tr, Tr)= (zr,7)= (1,7), 
因此 ((T 了 一 站 zzz) 一 0. 
由 零 算 子 性 质 知 
T 了 一 7 一 0 一 > 了 了 7 一 7 ， 
TT*=TT* (TT 7)=T(T’*T)T™ =TIT™ =I. 
综合 即 得 7 "T=TT 一 7 故 了 7 一 全, 即 知 他 为 西 算 子 . 
例 3 证 明 :; 若 等 距 线性 算 子 了 : 五 一 互 不 是 西 算 子 , 则 必 将 
希 尔 伯 特 空间 五 映射 到 五 中 一 适当 的 闭 子 空间 . 
证 ”由 第 二 章 第 一 节 例 3 知 ,R(T) 二 YCH 是 玉 的 子 空间 ， 
V y€EY 了 ,J {y,)}CY ,使 得 y 一 y. 设 y= 二 Tx,, 则 因为 等 距 , (zx,} 古 
柯 西 序列 ， 又 由 五 的 完备 性 知 ,存在 z€ 石 ,使 得 zx, 一 z, 故 
[Tz—y| = | (Tzr—Tz,)+ (Tz,—y) | 
: <NTH zz + |y—y ll—0, 
即 y 二 TxEY, 所 以 知 Y 是 五 的 闭 子 空间 . 
当 了 = 二 时 ,T 为 丁 算 村 . 
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例 4 设 了 : X-~>X 是 内 积 空间 X 的 等 距 线 性 算 子 , 若 dim 和 < 天 
co 证明 .人 为 西 算 子 . 

证 ”由 第 二 章 第 一 节 例 3 知 ,R(T) 是 向 量 空间 , 且 dimR() 声 
dimX. 由 TT 的 等 距 性 ,T 将 直 交 基 映 为 R(T) 中 一 直 交 系 , 因 此 
dimR(T) 宇 dimX. 综合 两 式 得 dimR(T)==dimXX, 且 RT) 二 外 ,所 
以 T 是 西 算 子 . 

例 5 设 S 与 TT 是 希 尔 伯 特 空间 右上 的 线性 算 子 ,者 在 太 上 
存在 丁 算 子 U ,使 得 

S=UTU-!=UTU', 

则 称 算 子 S 与 了 是 酉 等 价 的 . 若 是 自 共 轿 的 ,证 明 S 也 是 自 共 思 
的 . 

证 ”因为 了 是 自 共 辆 的 , 故 了 一 7” ,于 是 

SOTU 一 7 一 DTT 一 人 ， 

所 以 S 是 自 共 纯 的 . 

例 6 设 U :太一 人 H 是 酉 算 子 ,证 明 : 

ocU)C{AIAEC BIAI=1}, 

即 西 算 子 的 谱 都 位 于 单位 圆周 上 . 

证 因为 上 0D ==1, 所 以 oCV)C{a114| 志 1}. 由 于 U7 一 U* 
EB(H), 故 0E€p(0), 则 当 


1 四 1 加 
0<TRTDT oro 


时 ;AE pCD), 故 {4114 过 1}=pO0),; 从 而 oO0)C{414|=1}. 
例 7 证 明 ; 对 于 任何 (R) 一 2(R) 的 西 算 子 U ,g (一 DO) 
都 对 应 了 一 对 定义 在 (RXR) 上 的 函数 天 (6,D 与 五 (Gz) ,使 得 
(1) 对 于 固定 的 6,K(§€,1),H(6,1) EL CR); 
(2) 积 分 


| - KK Dd ninClé|,17l), 7>0, 
| HCE HE ,td 0， “7<0, 
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了 
| Ka:= | Hdts 
€ co 
| sd=| K(é€,1)f Ct) dt, 


上 cc 
| fwa=| H(E,t)g(t) dr. 


反之 ,每 一 对 满足 题 (1)、(2) 的 KK(€,t) 和 怠 (€,t) 都 由 题 (3) 定 义 了 
L:(R) 一 2(R) 的 互 逆 的 西 算 子 . 

证 ” 先 证 在 天 (CR) 上 酉 算 子 对 应 满足 条 件 的 函数 天 (6, 切 与 
H(E,t). 

设 U 是 一 个 西 算 子 , 记 
sgné, 上 在 0 与 4 之 问 ， 
ee(t) 一 0， ; 不 在 0 与 之 间 ， 
最 然 ee()EL(CR). 令 

H(E€,£2)=—=Ueelt), K(é€,t)=U -es(t), 

则 , (1) 由 于 是 太 (R) 到 自身 的 算 子 ,所 以 对 于 固定 的 ,有 
H(E,t), K€, ELCR). 


在 
(2)| 天 CRCE ,bd 
一 (UT essU ‘ee)= (U’*e,sU ee) 
0 = $7 宕 0， 
lo, én<0. 
类 似 可 得 
| HTH Ot d= | 


min( |€| ? [7| )， 上 7 之 0， 
0， 47<0， 


[3 
且 [KG Dd= Une) = (enUe) =| Hdt. 
性 
上 
《pg e0 一 | g War= (Uf ,ee)= (Jf ,Uee) 
. -| K(é€,t)f (tdi, 
£ 
Cf,e)=| fd= Uge) = Ug,e) = (gsUee) 
| | 
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=- HE ng)d 


再 证 给 出 满足 题 (1)、(2) 的 函数 癸 (§,1),K(§,1), 由 题 (3) 定 
义 L(R) 上 一 对 互 道 西 算 子 . 
定义 TUee( 人 GD) 一 刀 (6t) ，VesGt) 一 天 (ez)， 则 题 (2) 表 示 
(Ve Vee)=(eyses), (Ue,,Uee) 一 (eyet)， 
(Ves,er)= (et,Ues). 


对 区 间 的 特征 函数 定义 了 U,V ,就 可 以 对 阶梯 函数 /一 2 ares, € 
LL*(R) 定 义 
UfQ)= ae (4), VfQ)= Dyave, (). 


由 于 线性 性 ， yw fg 都 是 阶梯 函数 时 ， 有 
(Vf,Veg)=(f,g), (HUg) 一 (fg)，(VY 六 8) 一 (六 7S) 

这 说 明 在 由 阶梯 函数 组 成 的 7(R) 的 线性 子 空间 上 ,U,V 是 等 距 
的 , 且 互 为 对 方 的 共 思 算 子 . 利用 阶梯 孙 数 在 L*(R) 中 稠密 ,可 以 
连续 地 将 U,V 延 拓 到 LL*(R) 上 . 再 由 模 和 内 积 的 连续 性 知 , 延 拓 后 
的 U,V 也 是 等 距 的 , 且 互 为 对 方 的 共 思 算 子 .同时 V*V= 了 7， 
U*U=I1,U=V"', 即 U 有 左 逆 U* 和 右 逆 V ,所 以 U7 ' 存 在 ,有 U” == 
U* ==V , 故 U 为 酉 算 子 ， 类 似 地 ,V1!=UVU=V' , 故 V 也 是 西 算 子 ， 
与 辟 互 逆 . 

由 第 一 部 分 证 明 可 知 ,U,V 可 由 题 (3) 表 示 . 

例 8( 沃 特 松 (Watson) 变 换 ) 设 
rE 


(1)—— € LR), 
ECE) Cn min(lé|,1»7|), £7>0, 
of 站 lo, £7<0, 
证 明 ， g(D) 一 下 | ”和 人 2 7(6)d6， 
-AI 
f= Dg)at 


定义 了 LC(R) 到 自身 的 一 对 互 逆 西 算 子 . 
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证 取 Kt) = H(E,1)= kD 


则 当 # 固定 时 ,天 和 五 都 属于 LCa,5) ,而 
| HE DH Dd =| KEDKG ,Dd 
[Dt 


-一 OO 


0 ， 57T<<0， 
ty 7 
日 | KGe,Dd: -| ~ SD) | Say 
[3 
=| H(7n,t)dt. 


于 是 ， 由 例 7( 波 瑞 内 尔 (Bochner) 定 理 ) 知 ，, 太 (€,1) 与 于 (&,t) 生 成 
一 对 互 逆 的 西 算 子 Uf=g,f=U 'g ,满足 


€ co 
| sdt=| KOE Df de 


了 oo 
| rod=| H(E,t) g(t) dt. 


因此 ,几乎 处 处 有 
~ CD 


gO f (2di, 


6 一 工 中 六 9 g(t)dt. 
将 & 取 成 某 个 具体 的 函数 , 便 可 得 出 古典 的 笛 里 叶 变 斤 


第 八 节 ” 自 共 思 算 子 的 谱 分 解 


主要 内 容 


1. 定理 1 设 瑟 和 G 是 希 尔 伯 特 空间 ,TT 是 DC(T)(CH) 到 G 
中 的 线性 算 子 , 则 使 C 中 某 个 向 量 y 满足 
(Tizryy) 一 (zy )， 工 把 门 (7 ) 
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的 五 中 向 量 y "最 多 只 有 一 个 的 充 要 条 件 是 DC7) 在 五 中 稠密 . 

2. 定义 1 知 算 子 的 定义 域 在 全 空间 中 稠密 , 则 称 为 稠 定 的 
算 子 ， 

定义 2 设 瑟 和 G 是 希 尔 伯 特 空间 ,T 是 五 到 G 的 稠 定 的 算 
子 , 其 定义 域 为 D(T), 记 

DOT')={y|yEG,I y* EH 使 (Tx,y)=(x,y"*) 
对 一 切 zxEG DCT) 成 立 )， 

并 在 DT ) 上 作 算 子 了 T :yyHF 六 (CEDGT)), 则 称 了 为 了 的 共 
斩 算 子 ( 或 伴随 算 子 )， 

3. 定理 2 共 斩 算 子 有 下 列 性 质 ， 

(1) 稠 定 线性 算 子 了 的 共 罗 算 子 T " 是 线性 算 子 ; 

(2) 设 T,,T, 是 仿 到 G 的 稠 定 线性 算 子 , 且 DCT1) 站 DCT2) 也 
是 互 中 稠密 集 , 则 (CT 十 7 二 TY 十 TY ; 

(3) 设 T,,T;: 是 五 到 G 的 稠 定 线性 算 子 , 且 TCT2:, 则 7 
T > . 

推论 ”车 Ti,,T: 中 有 一 个 是 全 空间 有 定义 的 有 界线 性 算 子 ， 
则 (Tj 十 T2)* = 二 Ti! 十 TZ. 

4. 定理 3 设 T 是 五 到 G 的 稠 定 线 性 算 子 , 则 了 T'* 是 闭 算 子 . 

s. 定义 3 互 中 的 稠 定 线性 算 子 了 ,车 有 TCT”, 则 称 7 是 对 
称 的 (或 埃 尔 米 特 的 ); 若 有 工 =T"* , 则 称 T 是 自 共 罗 的 (或 自 伴 
的 ). / 

定理 4 在 希 尔 伯 特 全 空间 玉 上 定义 的 自 共 斩 算 子 必 是 有 弄 
算 子 . 

定理 5 万 中 稠 定 线性 算 子 T 是 对 称 算 子 的 充 要 条 件 是 对 于 
任何 zyyED(T) ,都 有 (CTzyy) 一 (zy 17) 

定理 6 设 A4,B 是 希 尔 伯 特 空间 五 中 的 自 共 元 算 子 ,大 AC 
B, 则 A4A==B. 

定理 7 设 瑟 和 G 是 希 尔 伯 特 空间 ,4 是 五 中 自 共 斩 算 丁 ， 
U(D(U)= 卫 ) 是 日 到 G 上 的 西 算 子 , 则 UAU 7! 是 G 中 的 自 共 固 算 
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了 了 ， 

定义 4 设 妃 和 G 是 内 积 空间 ,4 是 由 五 的 子 空间 D(A) 到 五 
的 算 子 ,U 是 H 到 G 上 的 西 算 子 , 则 称 算 子 UAU-! 和 4 是 西 等 价 
的 . : 

6. 定理 8 设 瑟 是 希 尔 伯 特 空间 ,4 是 态 中 自 共 思 算 子 , 则 
算 子 4 士 i 的 道 算 子 (4 士 iD)-! 存 在 , 且 (4 十 iD)-!: 是 全 空间 定义 的 
线性 有 界 算 子 . 

定义 5 设 4 是 希 尔 伯 特 空间 如 中 的 自 共 罗 算 子 , 则 称 算 子 U 
一 (4 一 i1) (A 十 1)! 是 4 的 凯 荣 变换 . 

定理 9 和 希 尔 伯 特 空间 瓦 中 自 共 斩 算 子 4 的 遍 莱 变换 U 是 玖 
上 的 西 算 子 ,1 不 是 U 的 特征 值 , 且 

A=i(ITU) (I—U) . 
推论 ” 当 A4 是 有 界 自 共 罗 算 子 时 ,7 是 U 的 正则 点 . 
定理 10 设 4 是 希 尔 伯 特 空间 矿 中 的 自 共 轿 算 子 ,U 是 4 的 


凯 某 变 换 , 则 在 映射 工 : = 上 >w 一 < 二 ;之 下 ,o(4) 映 成 <C) 一 人 1 
推论 H 中 自 共 斩 算 子 的 谱 点 在 实 轴 上 . 
7. 定理 11 设 {4,} (二 1,2,3,…) 是 希 尔 伯 特 空间 瑟 的 全 
空间 上 定义 的 有 界 自 共 瑟 算 子 , 旦 4, 的 值 域 彼此 直 交 , 记 
p= {zlzr€EH, D1 Azl’'<o), 
又 作 以 DD 为 定义 域 的 算 了 于 4, 且 


Az= hz，zrED， 
n= 二 1 


则 ( y\4,z 按 强 极限 收 剑 ) 4 是 自 共 思 算 子 . 


定理 12 设 t( 人 TaAE( 一 co,co)} 是 希 尔 伯 特 空间 互 上 的 谱 
系 ,f(4) 是 贝尔 (Baire) 孙 数 . 记 
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p= (zlz€nH,|. fd Tz leo0), 
则 必 有 DD 上 定义 的 算 子 A, 使 得 VY x,yED, 有 
CAz,y=) fadTir,y) 9 


且 当 zED 时 ,了 | CDdTsz 强 收 伍 于 4z, 当 三 是 实 值 卫 


n= 100 |<n 


数 时 ,4 是 自 共 轿 的 | 
定义 6 在 定理 12 的 条 件 下 , 称 定义 在 


D= {zlzEH,| lf halTl’<) 


上 的 算 子 Az 一 lim | CDdTsz 关 于 {T} 的 广义 ( 强 ) 谱 积分 ， 


1 | 
记 做 A 二 | fAT. 
推论 设 {T;|4E€ (一 co,coe)} 是 希 尔 伯 特 空 间 互 中 的 谱系 ， 
则 以 


D(A)= (zlz€H, |xd | Tz | :<0) 


为 定义 域 的 算 子 A 二 |247, 是 自 共 轿 算 子 . 

8. 定理 13( 自 共 办 算 子 谱 分 解 定理 ) 设 H 是 复 希 尔 伯 特 空 
间 ,4 是 以 D(A4) 为 定义 域 的 自 共 示 算 子 , 则 必 有 五 中 谱系 
{Ti14E (一 oo0,c0)), 使 得 


A —— | adT,. 


称 由 自 共 斩 算 子 4 决定 的 谱系 {T,} 所 产生 的 谱 测 度 CR' ,Bi, 了 T) 为 
由 4 决定 的 谱 测 度 . 
定理 14 设 A 是 态 中 的 自 共 罗 算 子 , 则 4 所 决定 的 谱 测 度 
(R!',B,,T) 集 中 在 oC4) 上 , 即 TCo(4h)) 二 1, 且 TT 不 能 集中 在 比 
o(A) 更 小 的 闭 集 上 . 
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推论 1 设 4 是 媚 中 有 界 的 自 共 斩 算 子 , 则 
SU DA 一 ‘SUP 《人工 ) nf 4 一 ,nf (Az,z). 
推论 2 设 4 是 复 希 尔 伯 特 空间 中 任 一 有 界 自 共 罗 算 子 ， 
(oC(4),Booa,T) 是 A 所 决定 的 谱 测 度 空间 , 设 B 是 任 一 与 4 可 交 
换 的 有 界线 性 算 子 , 则 对 于 任何 ME Bc,B 与 T(M) 可 交换 . 


疑难 解析 


共 固 算 子 定义 的 合理 性 依赖 于 什么 ? 

答 ” 共 恩 算 子 定义 的 合理 性 依赖 于 7 稠 定 . 因为 , 独 存 在 XE€ 
DOT*),T’ x=zi, BT z=2z, 则 

(yzi) 一 (yyzz)，VY yE DT), 
所 以 (yzi 一 22) 一 0 (V yE€ED(T)), 
即 ,一 > | DT) ,而 厂 (7) 稠 密 , 从 而 zl 一 z2. 

设 互 ,G 是 希 尔 伯 特 空间 ,了 T 是 到 G 的 稠 定 线性 算 子 , 任 取 y 
EH, 有 %:zxH 上 (Tx,y) 是 以 D(T) 为 定义 域 的 线性 泛 函 . 铬 Pp 是 连 
续 的 , 则 由 黎 斯 定理 ;有 E 瓦 ,使 得 ww(Cz) 一 (zy ) DCT) 在 卫 
中 稠密 就 保证 了 y ”的 惟一 性 . 当 T 是 全 空间 定义 的 有 界线 性 算 子 
时 ,对 任何 y,p 是 连续 的 ,因而 > 有 相应 的 y” ,而 映射 >|>> 就 是 
第 四 节 定 义 的 了 的 共 罗 算 子 T". 对 于 一 般 的 稠 定 线性 算 子 ,不 一 
定 对 每 个 y,W 都 是 连续 的 . 我 们 只 挑选 那些 使 p, 连续 ,即使 得 y* 
存在 的 y, 作 为 共 恩 算 子 刻 "定义 域 中 的 向 量 . 共 轿 算 子 就 是 用 这 种 
方法 定义 的 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 
例 1 在 怠 =L:(R) 上 定义 乘法 算 子 
D(T)= LAE PCR) | xz |f (x) dz<o0 | ， 


(TH) (zr)=zxf (x) ,VY FEDT), 
证 明 :7 笛 定 且 无 分 
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证 因为 CoCDCT), 且 Cr 在 十 秽 , 所 以 TT 稠 定 . 令 


/w= Vn, TELnnt1/n], 
0， relin,nit1/n], 


则 f= dz=1， 
而 L771 =| azzdz>m 
从 而 知 了 无界. 


例 2 在 五 = 情 [0,1] 上 定义 
PDT) 一 (JEZL0 大 在 0, 1 上 绝对 连续 , 且 广 E 天 [0, 1)}， 
Tf=—/f", f€D(T), 
证 明 :7 为 稠 定 无 界 算 子 . 


证 因为 CY (0,1)CDKT), 所 以 T 秽 密 . 令 广 一 Y2n 十 1x7”， 


则 
NF :一 (2n 十 1)| zzdz 一 1， f,EDT). 
但 Tf 二 一 Vv (2n+linn—1)zr" ':，n 之 2， 
© TF, 中 ?= (0nd Dn (nm—1)’ oo， 7 一 > CO ， 
故 了 为 稠 定 无 界 算 子 . 


例 3 证 明 :7 为 也 算 子 的 充 要 条 件 是 Y {z)CDDCT)， 知 
ljimz. 一 z, 且 lim7z, 一 y%， 有 ED(T), HTr=Y. 
证 ”必要 性 设 有 {zx.}CD(T) ,使 得 
jim ze 一 工 ， limTzx,=Yy, 


{xa Tx) CGT)={(r, TX) IrE DT)}, 
网 Crs Tr rn Tx) | 


一 人 | zx,— zn | 二 Tz Tr, {| 0, n,m—oo. 
从 而 {zsT 了 ze)) 为 G(TT) 中 的 柯 西 序列 而 GOT) 是 团 的 ,所 以 
(zy)EGT),BBrEDT), y=Tx. 
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充分 性 ” 若 条 件 满 足 , 设 (z,y)EC(GT) ,证 (z,y)EGGCT). 由 
于 (xX,y)EG(T), 故 必 有 (x, ,Tzx,) EG(T), 使 得 
lim(z,, Tz)= (7, limz,=7, limy,.=y. 
由 题 设 知 xzE DT) ,yy 一 TZz 从 而 (zy) 王 (rz 7TZz)EGCT)， 故 
G(T) 是 闭 子 空间 . 
例 4 证 明 : 在 定义 域 上 连续 的 算 子 不 一 定 是 财 算 子 . 
证 设 D7) 为 希 尔 伯 特 空间 互 的 称 真 子 空间 ,T=T1pcr), 则 
7 是 稠 定 的 ,T 在 DC(T) 上 连续 但 不 闭 . 事实 上 , 设 z,€H\D(7)， 
则 zoE€EDCT), 且 存在 {zx,}CCD(T), 使 得 zx, 一 zo, 此 时 
lim Tx, lm = 
但 Tzo 没有 定义 , 故 了 不 是 财 算 子 . 
设 T 和 T, 都 是 瑟 上 的 笛 定 线性 算 子 , 且 CGTDICCGCTD)， 则 称 
T, 是 了 的 延 拓 . 若 稠 定 线性 算 子 了 有 一 个 闭 延 拓 , 则 称 7 为 可 闭 
算 子 ,可 闭 算 子 T 的 最 小 闭 延 拓 称 为 了 的 闭 包 , 记 为 了 
例 5 若 T 可 闭 ,证 明 :G(T) 二 G07T). 
证 设 了 为 妃 上 线性 算 子 , 则 豆 X 互 的 子 空间 CT) 二 
{((z,Tz)lzED(T)} 称 为 了 的 图 . 
若 S 为 T 的 任意 闭 延 拓 , 则 G(T)CG(S), 故 GCT)CGCS), 从 
而 工作 为 了 的 最 小 闭 延 拓 , 有 G(T)CGOT). 
反之 ,VYV (0,y)EG(CT), 有 (0,y)EG(T), 从 而 10= 二 y, 即 y= 
0， 定义 算 于 R 
D(R) 二 {xE 晶 | 存在 y, 使 得 (x,y) EG(T))， 
Rri=y, TE DKR), 
故 R 的 定义 是 合理 的 . 因为 ,大 
(zsy), rT,y EGOT), 
使 得 Tr=y, Tir=y,， 
则 (x,y)— (x,y )=(0,y—y)EGT), 
于 是 y==y 二 0, 即 y=y. 
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由 于 G(R)= 二 GT), 所 以 R 为 TT 的 闭 延 拓 , 又 天 为 最 小 闭 延 
拓 , 故 G(T)CG(R), 从 而 R=T, 且 G(T)=G(7T). 
例 6 设 电 ==L(R), 定 义 
T: D(C(T)=CY (R), Tf=if’, fED(T), 
Ti : DT)=CR), Tf=if’, fE€EDOD), 
则 TCT;,， 证 明 :GCT)DG(T1) (于 是 ,车 TT 可 闭 , 则 TT 沪 T,). 
证 设 fED(T), 令 (zx) 二 (ff * Pp)(z), 其 中 p(xz)= 
】 T 


lo) , 则 feCF CR), limf.=/. 


所 3 
/ f= sd 
Tf =if. 2) = AD 二 oz 一 5d 
=—i| /WFP 


= 一 ie- + 让 f 《te 一 臣 业 
=if’ x* p(T)>if” (er0°), 


即 Tf—if' (e—>0° ). 
所 以 { 太 ii 户 )EGCT iD)， 
而 {(f if )} CGOT), 


故 (f ,i 六 )EGODD, 从 而 G(T1)CG(T). 
例 7 证 明 : 稠 定 算 子 的 共 辆 算 子 不 一 定 是 稠 定 算 子 . 
证 设 互 =2(R),p 为 有 界 可 测 函 数 , 且 VE 严 (R) , 令 


DTD={7eZR)|| lf np) dr<e), 


其 中 网 为 CR) 中 某 个 非 零 元 紊 , 且 


(由 =| fn mrdz, 


因为 CY (CR)CD(T), 所 以 T 稠 定 . VY uwED(T'), 由 定义 有 
T"uEL(R),H 
(f,T*u)= Tf,u), YY EDGT). 
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而 Tf = DR = DD) 
= 《gf of czzdz=| fdz 
=(f,(p PD, VY fEDOT), 
所 以 T*zu 一 (8,u)g 由 于 gEL(R), 要 使 T*wuE€L(R), 必 须 
(pp;w)= 二 0, 即 x], 从 而 D(CT') 关 LC(R). 
例 8 设 T 为 稠 定 闭 算 子 ,B 也 稠 定 , 且 
(1)D(B)ODOT), 
(2) | Brallzl 十 zi ,YY rEDT) a0,0<6<1), 
证 明 :T 十 8B 是 闭 算 子 . 
证 设 iz.}CD(T++TB)=D(T) 满 足 limz,= 二 zx, 且 
lim (T+B)z,=z. 因为 
| T+B)zl 宇 上 Trl 1 Bz 
之 站 Tz| —allzll olzl, Y zeEDOT), 
所 以 {Tzx,} 为 柯 西 序列 ,而 T 为 闭 算 子 . 于 是 ,x€ DC(T), 且 limTz， 
二 TX. 而 : 
| Bzx.—Bz | = Bex,—z) | 
<allz,—z| +o Tz,—Tz|,， 
因此 ,Bx,->Bzx,n 一 co. 从 而 ,z 二 Tx 十 Bx 二 (TT 十 B)z, 即 T 十 B 为 
闭 算 子 . | 


第 九 亲 ”正常 算 子 的 详 分 解 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 MM 是 复 希 尔 伯 特 空间 及 上 的 有 界线 性 算 子 ,大 
N 与 其 共 二 算 子 和 NN 可 交换 , 即 NN' = 二 NN*N, 则 称 算 子 入 是 正常 
算 子 (正规 算 子 ). 
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定理 1 设 NN 是 复 希 尔 伯 特 空间 五 的 有 界线 性 算 子 , 则 入 是 
正常 算 子 的 充 要 条 件 是 N 的 实 部 与 虚 部 可 交换 . 

定义 2 设 (X;,Rj,E;) (一 1,2) 是 希 尔 伯 特 空间 互 中 的 两 个 
谱 测 度 空间 , 若 对 一 切 MjE Rj;,j 二 1,2,E1(M1) 与 ECM;) 可 交换 ， 
则 称 这 两 个 谱 测度 是 可 交换 的 . 

定理 2 复 希 尔 伯 特 空间 中 正常 算 子 的 实 部 与 虚 部 分 别 决定 
的 两 个 谱 测 度 是 可 交换 的 . 

2. 定义 3 设 (X;,Rj,E;) (一 1,2) 是 谱 测 度 空间 , 设 歼 是 
(XXX2: ,RiXR2) 上 的 谱 测 度 ,满足 条 件 : 当 MiER 时 ,有 

ECM; XM;,)=E(M')E,(M,), (D 

则 称 五 为 E, 与 5, 的 乘积 测度 ,可 记 为 EXE,, 并 且 (X1XX,,KRiX 
R,, 忆 ) 为 (XX ,Ri,E) 与 (X,,R;:,E;) 的 乘积 测度 空间 . 

定理 3 设 (X;,Rj,E)) (j= 二 1,2) 是 复 希 尔 伯 特 空间 石 中 的 两 
个 谱 测度 空间 , 则 (XX 六 ,, Ri1X R:) 上 存在 Ei 与 5; 的 乘积 测度 已 
XE, 的 充 要 条 件 是 Ei 与 Ei 可 交换 

推论 1 设 (X;,R;,E;) 是 复 希 尔 伯 特 空间 五 中 两 个 可 交换 的 
谱 测 度 , 则 在 (Xi XX,, RiXR:) 上 El 与 Ez 的 乘积 谱 测 度 是 惟一 
的 . 设 4 是 矿 中 任 一 有 界线 性 算 子 , 若 4A 与 五 (j= 二 1,2) 可 交换 
( 即 E,(M)4 一 AE,(M)), 则 4 与 它们 的 乘积 谱 测 度 可 交换 . 

推论 2 设 (X;,R;,E)) (7 一 1,2) 是 复 希 尔 伯 特 空间 互 中 的 两 
个 谱 测 度 空 间 , 而 E，(j 二 1,2) 是 可 交换 谱 测 度 ,EE 是 (Xl XX;， 
Ri1XR,) 上 FE 与 Ei 的 乘积 谱 测度 . BC(X;,R,) 是 人 ;上 关于 Rj; 可 测 
的 有 界 函 数 全 体 , 则 当 亡 E B(X;,R;) 时 ,有 


| fz) fi redE(ri » TT2 ) 
区] XX, 


-| fi CrydECz)| 六 (zx2)dE (x2). 
1 2 


3. 定理 4( 正 常 算 子 的 谱 分 解 定理 ) 设 N 是 复 希 尔 伯 特 空间 
HH 的 正常 算 子 , 则 必 有 (oC(N),Bow) 上 的 谱 测度 E 使 得 N= 
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| ,zdE(z), 且 对 HH 中 任何 有 界线 性 算 子 4, 当 4 与 N 和 N* 都 可 


交换 时 ,4 必 与 ECM) (CME Bon) 可 交换 . 

推论 1 设 入 是 复 希 尔 伯 特 空间 石 中 的 正常 算 子 , 则 入 决定 
的 谱 测 度 不 可 能 集中 在 比 cCN) 更 小 的 闭 集 上 . 

推论 2 设 六 是 复 硕 尔 伯 特 空间 互 中 的 正常 算 子 , (oC(N)， 
BawE) 是 由 N 决定 的 谱 测度 ,VY FEB(CcCN)，B-m)， 作 


AN 一 | f(z)dE(z) ? 
oN) 


则 fACN) 是 算 子 演算 . 

推论 3 设 玉 是 复 希 尔 伯 特 空间 ,A 是 D(A4) 一 HH 的 目 共 二 算 
子 ,F 是 4 所 决定 的 谱 测 度 . 今 Bo 为 c(C4) 上 的 有 界 贝 尔 (Baire ) 
函数 全 体 ,对 每 个 JE Ba ， 作 线性 有 界 算 子 


f(A) =| 0 SWAPF ON) 


则 映射 上 H>(4) 有 如 下 的 性 质 : 
(1) 埃 尔 米 特性 ”fC4)= 二 (fC4))*. 特别 地 , 当 了 是 实 函 数 
时 ,84) 是 和 目 共 辆 的 ; 
(2) 线 性 性 ” 设 a,B 是 数 ,f ,gE Ba,， 有 
(ajF 十 pg)(4) 一 ar(C4) 十 Bg(4); 
(3) 可 乘 性 设 廊 gEBe 有 (jg)(C4) 一 /4)，S8(04)， 


疑难 解析 


怎样 构造 乘积 谱 测 度 ? 

答 ” 若 五 与 BE; 是 可 交换 的 ,要 构造 它们 的 乘积 谱 测 度 E 可 分 
四 步 来 做 : 

(1) 令 P 表示 复 希 尔 伯 特 空间 中 投影 算 子 全 体 ,P= {MXxM， 
IMjER,;,j 二 1,2), 利 用 ECMiXM;) 二 E1CM1)Es;(M;) 作 出 P 一 P 
的 映射 EE. 


-一 人 ~ n 
(2) 作 集 类 RXR,==( UM;ln 为 有 限 数 , 且 Mj;€P,M',M,， 
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1 两 两 不 相交 }). 


-~ 人 
将 EE 从 PP 延 拓 上 到 Ri XR 上 . 且 EC(，) 在 RIXR; 上 有 有 限 可 加 
性 . 


(3) 证 E 是 代数 抬 XRs 上 的 谱 测 度 , 只 需 证 EE 有 可 列 可 加 性 . 
(4) 由 第 六 节 主 要 内 容 中 的 定理 7, (Xi XX,, XRs) 上 的 谱 
测度 EE 惟一 地 延 拓 成 (XXXs, 所 XR,) 上 的 谱 测 度 ， 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 若 S 和 7 均 为 正规 线性 算 子 ,满足 ST* = 二 T*S 和 TS* = 
SS, 证 明 ; 和 S 十 TT 与 积 ST 也 是 正规 算 子 . 
证 ”由 题 设 条 件 得 
(S 十 T)(S 十 7T) 一 SS 十 ST 十 TS 十 TT ， 
(S 十 T) (S++T)=S*S+S*T+T*S+T’*T, 
故 由 定义 可 知 ,S 十 T 是 正规 算 子 . 又 
(ST)(ST)*=STT'*S*:=ST*TS*=T*SS°*T 
=T*S*ST= (ST)* (ST), 
所 以 ST 也 是 正规 算 子 . 
例 2 设 了 是 希 尔 伯 特 空间 的 有 界线 性 算 子 ,证 明 :T 是 正规 
证 ”由 第 四 节 例 18 知 
T=T,+iT,，T* =T,—iT,, 
其 中 T=(T+T"), Ts: 一方 (T 一 T) 
是 自 共 恩 算 子 , 则 
TT* = (T+iT2,) (Ti 一 iT) 一 7 十 7 十 iT 一 TiT2)， 
T*T= (TiT,) (Ti+iT,)=T?+T?—i(T,T,—TT,), 
所 以 全 是 正规 算 子 . 
例 3 设 2Z 是 复 平 面 上 一 有 界 闭 集 ,8. 是 2 中 的 波 雷 尔 集 全 
体 ,y 是 (2Z,B.) 上 的 测度 , 作 工 (2Z,B,,y) 上 的 乘法 算 子 如 下 : 当 
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fEL:(7,B,,n) 时 
(Nf)(z)=zf(z), zEZ 
证 明 ;N 是 正规 算 子 . 
证 .显然 ,N 是 有 界线 性 算 子 , 易 证 N* 也 是 乘法 算 子 
(N°’* 门 (z) 一 zfr(z)，FEZL2(CZ,B.,po)， 
故 当 EL?(Z,B,,1) 时 ,有 
(NN°’' f)(z)= |zl:f(z)= CN’ Nf)(z), 
所 以 NN 是 正规 算 子 . 
例 4 设 A4A 是 五 中 有 界 的 自 共 轿 算 子 ,证 明 .: 
EB eT 


inf A= inf (Azx,ZXx). 
AEo(A) lzil=1 


证 eM= sup A. 由 于 4 一 | MaF, 所 以 当 1z1 一 1 时 ,有 
CAz,z)=| Ad (Fx ,2 <M| dCFirz) 一 AM | xz:=M, 
oA) oA) 


因此 sup (Az,7)<M. 
另 一 方面 ,由 于 c(4) 是 闭 集 , 所 以 MEc(C4) ,对 于 任何 正 数 e， 
必然 有 玉 (CCM 一 se,M j) 天 0 否则 下 将 集中 在 
0 一 0a(C4) 门 (一 co AM 一 ee] 
上 ,与 上 面 证 明 结论 相 乞 盾 ， 任 取 
zi =1,rEFCM—e, M])H, 
则 Ch4zr,z) 一 | MaCPiz,z) 一 | Ad(F,zr, zz) 之 NM 一 . 
CM—e,M) 
因此 ,又 得 到 sup 47,Z) 之 M 一 人 ， 由 的 任意 性 可 知 
SUP (AT,7)>M. 
综 上 两 式 即 得 
sup (4zZz) 一 AM 一 sup A. 
lzi=1 AE olA) 
同 理 可 证 inf 4 二 inf (Azx,X). 
E04) zi=1 
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